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Prologo

La microeconomia trata del comportamientos de los mercados tanto desde la
Optica del equilibrio parcial como del equilibrio general. Para ello necesitamos
estudiar primero los agentes que intervienen en un mercado, consumidores (de-
manda) y empresas (oferta) y a continuacién la forma como interaccionan en un
mercado (equilibrio parcial) o en el conjunto de mercados que conforma una eco-
nomia (equilibrio general).

Esta monografia presenta estos temas que se corresponden con la primera par-
te de un curso de microeconomia avanzada. En una segunda parte se estudian
temas mas especificos como la externalidades, los bienes publicos, el monopolio,
o la eleccion social, disponibles en Ballester Oyarzun y Macho-Stadler (2008).
Como corresponde a un curso avanzado, se supone al lector familiarizado con los
conceptos basicos de la microeconomia (preferencias, funcion de utilidad, funcién
de demanda, funcion de costes, funcién de produccion, funcién de beneficios, caja
de Edgeworth, etc.) y también del calculo diferencial (funciones, corresponden-
cias, continuidad, convexidad, diferenciabilidad, etc.) y de topologia euclidiana
(conjuntos cerrados, abiertos, convexos, etc.)

Tras un primer capitulo introductorio (cuya lectura no debe obviarse), la pri-
mera parte del libro se dedica al estudio de la demanda. Empezando por la mode-
lizacién de los consumidores, encontramos en las preferencias sobre el conjunto
de bienes el concepto basico fundamental. Estudiamos las propiedades que ne-
cesitamos introducir sobre estas preferencias para poder representarlas como una
funcion de utilidad. Este es el concepto que nos permite hacer un uso intensivo
de las herramientas del calculo diferencial, y derivar el concepto fundamental de
funcién de demanda.

A partir de este punto nos adentraremos en el estudio de conceptos mas so-
fisticados de la teoria de la demanda. La funcion indirecta de utilidad, la funcién
de gasto, la funcién de demanda compensada, el problema de la integrabilidad, el
excedente del consumidor, etc.

La segunda parte del libro se dedica a la oferta. Estudiaremos aqui el compor-
tamiento de la empresa a partir de supuestos sobre la tecnologia de produccién
de bienes. Asi analizaremos la teoria de la produccion y la teoria de los costes.



XVIII Prologo

Ello nos permitira estudiar la demanda de los factores de produccion y la dualidad
entre el enfoque de la produccién y del costes en el estudio del comportamiento
de una empresa competitiva.

Finalmente, combinaremos las decisiones de consumidores y productores en
el mercado. Supondremos en este punto que el mercado que conforman ambos
tipos de agentes es perfectamente competitivo. Este supuesto aunque fuertemente
restrictivo representa un primer paso (fundamental) para la comprension del com-
portamiento de los agentes econémicos. El estudio de mercados de competencia
imperfecta puede encontrarse en Martinez-Giralt (2006). El estudio del equili-
brio general con mercados de competencia imperfecta estd (mucho) mas alla del
ambito de esta monografia. El lector puede consultar Gabszewicz (2003, cap 6) y
d’ Aspremont et al. (2003) para este tema.

Cada uno de estos tres capitulos presenta el material tedrico bdsico que reco-
pila los principales conceptos tedricos relevanes, y los resultados econdmicos que
se derivan. A continuacion el lector encontrard una coleccidon de ejercicios que
permitan comprovar el grado de asimilacion de los conceptos expuestos. El lector
también encontrard ampliamente comentados ejercicios de especial relevancia. Fi-
nalmente, en un capitulo separado tambien encontrard una coleccién de ejercicios
resueltos que pretenden servir de guia a lector sobre las técnicas de resolucion de
problemas.

La monografia concluye con un apéndice matematico, cuyo objetivo es reco-
ger de forma concentrada las herramientas fundamentales utilizadas el el estudio
de la microeconomia. Estas herramientas estan distribuidas en tres partes. En pri-
mer lugar, se presentan elementos de 16gica formal para fundamentar los concep-
tos de condicion necesaria y suficiente. A continuacion se recopilan los elementos
esenciales de la programacion no lineal. Por ultimo, una seccion dedicada al alge-
bra lineal permite recopilar las operaciones con vectores y matrices. Este apéndice
da completitud a la materia presentada en el sentido de hacer de esta monografia
un volumen autosuficiente.

Esta monografia representa un esfuerzo de sistematizar las notas que de forma
espontdnea y desordenada he ido recopilando a lo largo de los ultimos quince
afios de docencia de cursos de microeconomia elemental y avanzada. Tengo pues
una deuda de gratitud con mis colegas del Departament d’Economia i Historia
Economica de la Universitat Autonoma de Barcelona, y con los estudiantes de las
licenciaturas de Economia y de Administracion de empresas. Last but not least,
agradecezco al Programa Universitat Empresa de la UAB su apoyo intelectual y
financiero para emprender esta obra.



Capitulo 1

Introduccion

La microeconomia es la parte de la teoria econémica que describe la actividad
econdmica al nivel de los agentes individuales que conforman la economia. Entre
éstos encontramos a las familias que toman decisiones de consumo de bienes y
servicios, a las empresas que toman decisiones de producion de bienes y servi-
cios, a las instituciones financieras, al Estado, etc. Nosotros nos centraremos en
los dos primeros, es decir, en consumidores y empresas fundamentalmente, y a su
interrelacion en el mercado. Un supuesto esencial del anélisis es el de compor-
tamiento racional de los agentes. Ello simplemente quiere decir que cada agente
seleccciona su mejor opcion de entre las que tiene a su disposicion.

La introduccion de supuestos en el andlisis tiene como objetivo conseguir una
representacion simplificada, aunque suficientemente rica, del comportamiento de
los agentes objeto de estudio. Naturalmente, los resultados del andlisis dependen
del conjunto de supuestos que introducimos. Por lo tanto, una visién critica de
cualquier teoria debe emprezar por la valoracion de la “bondad” o “maldad” de
los supuestos. El supuesto de racionalidad contiene una vision egoista de los agen-
tes. Cada individuo busca obtener su maxima satisfaccion personal condicionado
unicamente por el entorno en el que se encuentra. Aunque es posible imaginar
otros tipos de supuestos para representar el comportamiento de los agentes indi-
viduales, la racionalidad ha resultado el mas fructifero. En cualquier caso necesi-
tamos algin supuesto de comportamiento que ademas sea operativo. Enfrentar la
racionalidad a la aleatoriedad no nos lleva muy lejos. Si suponemos que un agente
toma sus decisiones de forma aleatoria, no podemos construir una teoria del com-
portamiento de los agentes econdmicos individuales y la microeconomia queda
vacia de contenido. La descripcién del comportamiento de los agentes individua-
les basados en supuestos alternativos como, por ejemplo, la racionalidad limitada,
o el comportamiento bayesiano quedan mas alld del &mbito de este libro. El lector
puede consultar Kreps (1990, cap. 1) para abundar en este punto.

El andlisis microecondmico contiene pues tres elementos: las mercancias y
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los precios, los agentes individuales y los procesos de toma de decisiones de estos
agentes. Estos elementos juntos definen una economia. En nuestro andlisis con-
sideraremos la economia en un momento dado, el momento presente. Ademas
supondremos que no hay incertidumbre.

Siguiendo a Debreu (1959), (ver también Villar, 1996), una mercancia se ca-
racteriza por tres propiedades: su descripcion fisica; la fecha en que esta disponi-
ble (disponibilidad temporal), y el lugar donde estard disponible (disponibilidad
espacial). Esta definicion implica que dos bienes idénticos segtn sus caracteristi-
cas fisicas representan dos bienes diferentes si se encuentran disponibles en mo-
mentos y/o lugares diferentes. En este sentido hablamos de bienes econdémicos
como contraposicion a bienes materiales.

La cantidad de un cierto bien (econémico) lo expresaremos como un ndmero
real. Ello implica que los bienes y servicios son perfectamente divisibles. Supon-
dremos también que el nimero de mercancias diferentes disponibles es finito y
estd dado por [. Por dltimo introduciremos la “convencién de inputs negativos”.
Una misma mercancia puede ponerse a disposicion de un agente, en cuyo caso la
denominaremos factor de produccion (input), o bien puede ser puesta a disposi-
cién por un agente, en cuyo caso la denominaremos producto (output). Represen-
taremos los inputs por nimeros reales no positivos y los outputs como nimeros
reales no negativos. De este modo, el espacio de mercancias es el espacio euclideo
R'. Representaremos una mercancia por k, k = 1,2,...,[. Para cada agente, un
plan de accion serd simplemente la especificacion de la cantidad de cada mer-
cancia, es decir un vector con [ componentes (1, ..., z;), 0, en otras palabras, un
punto en R,

A cada una de las mercancias le asociaremos su precio, un nimero real que de-
notaremos por py. Este precio representa la cantidad pagada “aqui y ahora” por un
agente por una unidad de la k-ésima mercancia. Genéricamente el precio de una
mercancia es positivo cuando ésta es escasa. Una mercancia libre (aquella que
existe en cantidad suficiente para la satisfacer a todos los agentes) tiene un pre-
cio nulo. Finalmente, podemos imaginar mercancias no deseables para las que los
agentes estdn dispuestos a pagar el coste asociado a su eliminacion (también lla-
madas “males.®" contraposicion a los “bienes”). En tal caso los precios seran nega-
tivos. La positividad, nulidad o negatividad del precio de una mercancia esta aso-
ciado a las caracteristicas de la economia. Un sistema de precios es un vector de [
precios, uno para cada mercancia (p, ..., p;), es decir un punto en R'.

El valor de un plan de accién (z1, . . ., x;) con respecto a un sistema de precios
(P1,- - D1) €8 4y P

Los consumidores toman decisiones de consumo. La teoria estudia precisa-
mente el proceso de decisiéon de un consumidor, es decir, como un consumidor
determina su mejor plan de consumo de acuerdo con sus preferencias y su dota-
cion inicial de riqueza. Este proceso de toma de decisiones estd basado en lo que
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se conoce como la maximizacion de las preferencias individuales.

Las empresas utilizan una cierta tecnologia para transformar inputs en outputs.
Toman decisiones tanto de orden técnico (niveles de produccién, combinaciones
de inputs, etc.) como de orden econémico (precios de venta de los outputs, precios
a los que estan dispuestos a comprar inputs, etc.) Estas empresas estan gestionadas
por agentes racionales cuyo objetivo es maximizar beneficios (otras alternativas
son por ejemplo, la maximizacion de las ventas, de la cuota de mercado, de la
cotizacién de las acciones, etc.)

Finalmente, los agentes (consumidores y productores) interaccionan entre si
a través del intercambio de bienes. Este proceso de interacccion lo denominamos
mercado. En otras palabras, un mercado es simplemente un mecanismo institucio-
nal de asignacion de recursos. Segun cuales sean las caracteristicas institucionales
de este mercado tendremos una “economia de mercado”, una “economia plani-
ficada”, una “economia mixta”, etc. Una economia en la que los consumidores
tienen la propiedad de los recursos iniciales y de las empresas, se denomina una
“economia de propiedad privada”.

En una economia de mercado la asignacion de recursos se realiza mediante los
mercados y los precios sin la intervencién de ningtin agente externo al mercado;
los precios se determinan en los mercados sin que ningtin agente individual tenga
capacidad de manipulacion del proceso de formacién de precios; y cada agen-
te toma sus decisiones de forma individual, sin coordinar sus decisiones con las
de otros agentes de la economia. Es decir, sin influenciar las decisiones de otros
agentes y sin dejarse influenciar por las decisiones de otros agentes.

El objetivo del estudio de mercados competitivos es la caracterizaciéon de un
equilibrio competitivo, es decir de una situacién en la que ninglin agente tiene
incentivos a continuar el proceso de intercambio y a la vez todos los agentes
consiguen implementar sus mejores planes de accion. A priori no hay ninguna
garantia de que tal equilibrio exista. Uno de los mayores logros de la teoria micro-
econdmica es demostrar que la combinacion de las decisiones de consumidores
y productores en un marco de una economia de propiedad privada permite, bajo
ciertos supuestos, obtener un equilibrio competitivo.

Una vez conseguimos caracterizar una asignacion de recursos de equilibrio,
podemos preguntarnos acerca de la eficiencia y de la equidad de esta asignacion.
Este es el dominio de la economia del bienestar. Los conceptos de eficiencia y
equidad intentan capturar los aspectos cualitativos de la asignacién de equilibrio.
El concepto de eficiencia esta asociado a la idea que el conjunto de consumidores
no puede mejorar su situacion con respecto a cualquier otra asignacion alternativa
de recursos. El concepto de equidad evalua la distribucion de las diferencias entre
la asignacidn conseguida y la asignacién ideal para cada uno de los consumidores.

Una vez descrito el escenario y sus personajes, es el momento de analizar en
detalle cada uno de ellos.






Capitulo 2

Teoria del consumidor

En este capitulo estudiamos la conducta del consumidor. El lector recordara de
los cursos elementales de microeconomia que el problema del consumidor pue-
de resumirse fundamentalmente en tres partes: (i) determinar el conjunto de todos
planes de consumo posibles, que denominamos el conjunto de consumo; (i) a par-
tir de esta informacion, el consumidor necesita un criterio para evaluar los diferen-
tes planes de consumo, es decir, las preferencias; por ultimo, (iii) el consumidor
debe determinar el conjunto de planes de consumo a los que puede aspirar dada su
renta y los precios, el conjunto de consumo factible. El objetivo del consumidor
es identificar aquel plan de consumo factible que le permite obtener el mdximo
nivel de satisfaccion. Esta seleccion de consumo se denomina la demanda del
consumidor.

2.1. El conjunto de consumo

Un consumidor es una unidad de decision con un objetivo comun. Puede ser
un individuo, una familia, una comunidad de vecinos, etc. En cualquier caso, el
objetivo del consumidor es escoger un plan de consumo. Suponemos que en la
economia hay un nimero entero positivo dado m de consumidores. Un consumi-
dor genéricamente lo denotaremos por un subindice ¢ = 1, 2, ... m. Supondremos
que en la economia hay [ mercancias (bienes y servicios), de manera que el espacio
de mercancias es IR\. Un plan de consumo para el consumidor i, que denotamos
como x; es un vector [-dimensional del espacio de mercancias, z; = (z;1, . .., Zy).
El conjunto de todos los planes de consumo posibles para el consumidor i, es
decir, su conjunto de consumo, lo denotamos por X; C R’

Recordemos que siguiendo a Debreu (1959) (ver también Villar, 1996) utili-
zaremos la convencion de inputs negativos. Por lo tanto un plan de consumo para
el consumidor ¢ contiene nimeros reales negativos correspondientes a los bienes
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A Arroz

Trabajo

Figura 2.1: El conjunto de consumo X;.

y servicios que el consumidor ofrece como factores de produccion (e.g. trabajo)
y nimeros positivos correspondientes a las cantidades de bienes y servicios que
consume. Por ejemplo, en una economia con dos mercancias, trabajo y arroz, la
figura 2.1 representa el conjunto de consumo del consumidor 7, X; y un plan de
consumo, ;.

En general, supondremos que el conjunto de consumo, X; C R/, satisface las
siguientes propiedades:

» X, es un subconjunto no vacio y cerrado de IR":
es decir, si consideramos cualquier sucesion infinita {x$} de consumos que
converge al plan de consumo z¥, es decir {z{} — ¥, entonces z¥ es un
plan de consumo para el consumidor %.

= X, tiene una cota inferior para <:
es decir, si la mercancia k-ésima es un output tiene una cota inferior en
cero; si por el contrario es un input (trabajo) tiene, en valor absoluto, una
cota superior (no se puede trabajar mds de 24 horas al dia).

= X es un conjunto convexo:
es decir, si dos planes de consumo z} y 27 son posibles para el consumidor 4,
también lo serd cualquier plan de consumo formado a partir del promedio
ponderado Az} + (1 — A)z?, X € [0, 1]. Notemos que este supuesto implica
la perfecta divisibilidad de las mercancias.
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2.2. Las preferencias

Una vez identificado el conjunto de consumo, el consumidor procede a com-
parar los diferentes planes de consumo. Ello requiere establecer algin tipo de
ordenacion entre todos los elementos z; € X;. Esta comparacion se lleva a cabo
comparando todos los planes de consumo dos a dos. En otras palabras introduci-
mos una relacion binaria ~~; sobre X; cuya interpretacion es que ante dos planes
de consumo x} y x? suponemos que una y solamente una de las tres alternativas
siguientes se verifica para el consumidor i: (i) z; es preferido a x?; (ii) z} es in-
diferente a x?; (iii) z7 es preferido a z.. Esta relacion binaria la denominamos
preferencias del consumidor i. En general, la relacién de preferencias x} —; 27 se
lee “para el consumidor ¢, el plan de consumo z; es al menos tan preferido como
(es mejor o igual que) el plan de consumo z2”.

Siguiendo a Villar (1976) (ver también Varian, 1992) introduciremos una serie
de axiomas sobre estas preferencias que permitan ordenar el conjunto de planes de
consumo. Para comprender mejor la relevancia de los diferentes axiomas conside-
raremos primero un grupo de tres axiomas referidos a propiedades de ordenacion
de las alternativas. Estas propiedades de orden son independientes de los supues-
tos que hemos introducido sobre X;. A continuacién examinaremos un grupo de
tres axiomas mds cuya conveniencia ya esté ligada a la estructura de X;.

2.2.1. Propiedades fundamentales de las preferencias

Las preferencias 7—; satisfacen las tres propiedades siguientes:

Completitud V(z},27) € X;, o bien z} Z; x7, o bien 27 =; z}, o ambos. Este

axioma garantiza que cualesquiera dos planes de consumo dentro del con-
junto de consumo del individuo 7, pueden ser comparados.

Reflexividad Vx; € X;, x; =; x;. Este supuesto es trivial. Dice que cualquier

~ol

elemento del conjunto X; es al menos tan preferido como si mismo.

Transitividad V(x!, 22 23) € X;, siz} =; 22 y 22 =, 23, entonces x} 7=; 7. Es-

te supuesto de transitividad evita relaciones de preferencia circulares, pos-
tulando asi la coherencia del proceso de decisién del consumidor

Una relacion binaria que satisfaga las propiedades de completitud, reflexivi-
dad y transitividad se denomina un preorden completo.! Por lo tanto, la relacién
binaria ~; es el preorden completo de preferencias del consumidor i.

'Las definiciones precisas de érdenes y preérdenes completos y parciales asi como sus niveles
de generalidad pueden encontrarse en Debreu (1959, cap. 1).
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>

Figura 2.2: La clase de indiferencia de ;.

El preorden completo de preferencias del consumidor ¢ permite definir dos
relaciones binarias adicionales: la relacién de indiferencia y la relacioén de prefe-
rencia estricta.

La relacion de indiferencia se representa como ~;. Dados dos planes de con-

sumo (x},2?) € X;, si se verifica que =} 7=; 7 y 27 7=; =} entonces escribimos
1
T

L ~; 2? y decimos que x} es indiferente a 7. Ello quiere decir que ambos planes
de consumo son igualmente valorados por el consumidor.

Los axiomas de completitud, reflexividad y transitividad implican que la rela-
cién de indiferencia es reflexiva, transitiva, y simétrica, es decir, le ~; :pf implica
x? ~; x}. Por lo tanto, la relacién de indiferencia es una relacion de equivalencia
que denominamos clase de indiferencia y constituye una particion del conjunto de
consumo X; (todo elemento x; € X; pertenece a una sola clase de indiferencia,
la interseccion de dos clases de indiferencia cualesquiera es vacia, y la unién de
todas las clases de equivalencia es el conjunto Xj;).

La relacion de preferencia estricta se representa como ;. Dados dos planes

de consumo (z},2?) € X, si se verifica que =} 7; =7 y no x? 7; ! entonces

escribimos z} =; x? y decimos que z} es estrictamente preferido a 7. La relacién
=, no es reflexiva ni simétrica.

La figura 2.2 ilustra estas relaciones para el caso de una economia con dos
bienes. La curva que pasa por el punto x; € X, representa la clase de indiferencia
de z}; todos los puntos #? € X, situados por encima de esa curva representan
planes de consumo estrictamente preferidos a ;.
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Una vez definidas las diferentes relaciones de preferencias, podemos deducir
aplicando transitividad, las siguientes relaciones: V(z}, 2, 23) € X;,

3
>'i l‘l

3
>'i l’l

3

3
>'i l’l
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Ejemplo 2.1. El orden lexicogrdfico. Un ejemplo de orden lexicogrdfico es el uti-
lizado para ordenar las palabras en un diccionario. El conjunto X es el conjunto
de todas las palabras. Un elemento x € X es un vector de letras que definen una
palabra. Dada la ordenacion de las letras del alfabeto, decimos que una palabra
tiene preferencia en el diccionario, i.e. se coloca antes en el diccionario, dadas
dos palabras, si la primera letra de la primera palabra se encuentra antes en el
alfabeto que la primera letra de la segunda palabra. Si la primera letra de ambas
palabras es la misma, comparamos la segunda letra. Si ésta también coincide,
consideramos la tercera letra, y asi sucesivamente. Es decir, el orden lexicogrdfi-
co compara los componentes de los elementos del conjunto X uno a uno 'y ordena
los elementos de acuerdo con el primer elemento diferente que encontramos.

Formalmente para el caso en el que X = R2, el orden lexicogrdfico dados
dos puntos x = (x1,22) yy = (y1,y2) lo expresamos como

Y1 > 1, o bien

Y1 = T1, Y Y2 > To.

Y= xsi

Ejemplo 2.2. El orden de la suma. Luenberger (1995, p.90) propone el siguiente
ejemplo desprovisto de cualquier contenido de preferencias, para ilustrar el con-
cepto de relacion de orden. Consideremos el conjunto IR"™ en el que un punto es
un vector m-dimensional del tipo x = (x1, T3, . .., Ty ). Definimos el orden x 77 y
con el significado Y | x; > > y;. Esta relacion es claramente completa, re-
flexiva y transitiva. Su interpretacion es “x estd al menos al mismo nivel de y si
la suma de los componentes de x no es inferior a la suma de los componentes de

”»

Y.
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2.2.2. Continuidad, convexidad y monotonia de las preferen-
cias

Los supuestos anteriores no son suficientes para poder derivar una teoria de
la eleccion del consumidor. Necesitamos considerar una estructura analitica que
permita asociar a cada clase de indiferencia un numero real. Una clase es preferida
a otra si el niimero real asociado a la primera es mayor que el de la segunda.

El primero de estos supuestos adicionales es el de continuidad de las prefe-
rencias. La idea de la continuidad la podemos ilustrar con el argumento siguiente.
Consideremos dos planes de consumo x; y z, para el consumidor ¢. Imaginemos
ahora una secuencia de planes de consumo z; todos ellos al menos tan buenos
como zx}, que converge a z;. La continuidad de las preferencias nos dice que z;
también es al menos tan bueno como x}. En otras palabras, si z; es al menos tan
bueno como z;, entonces, planes de consumo “muy cercanos” a x; también seran
al menos tan buenos como ..

Formalmente (ver Villar, 1996) dados dos planes de consumo (z;,z}) € X,
tales que z; >; x; podemos definir entornos para estos puntos, £(z;) y 6(z}) res-
pectivamente tales que,

Vzee(x),z = xl,y
Vs € 6(x)), z; = s.

Axioma 2.1 (Continuidad). Para todo 29 € X, los conjuntos

E(m?) ={x; € Xi/x? i T}

son abiertos.

El conjunto M;(z?) describe los planes de consumo mejores que z?, y el con-
junto P;(x?) describe los planes de consumo peores que .
Alternativamente, podemos definir los conjuntos

MI(29) = {x; € X;/z; 753 29}
PILi(z)) = {z; € X;/2) =i x}
L-(a:?) = {x; € Xi/iU? ~; i}

donde el conjunto M I;(x?) representa los planes de consumo no peores que z?, y
el conjunto PI;(2) describe los planes de consumo no mejores que z?, y el con-
junto I;(x?) representa los planes de consumos equivalentes a z9. Estos conjuntos
son cerrados puesto que 2~; es una relacion completa y continua.

Los cuatro axiomas introducidos hasta el momento implican que,
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MI(x7) 0 PLi(27) = Li(a?),
MIi(z?) U PLi(2) = X;.

La convexidad de las preferencias puede formularse con diferentes grados
de generalidad. La convexidad débil es la definicion més general de convexidad,
mientras que la convexidad estricta es la definicién que contiene el menor grado
de generalidad. En medio encontraremos la definicién de convexidad.

La nocién general de convexidad es que un consumidor con preferencias con-
vexas prefiere un plan de consumo que contenga un poco de cada bien a un plan
de consumo con una gran cantidad de un bien y nada (o muy poco) de los demas
bienes. Es decir, la convexidad captura la idea de la “preferencia por la variedad”.
Notemos que la convexidad conlleva implicito el supuesto de la perfecta divisibi-
lidad de los bienes. Veamos las definiciones alternativas de convexidad.

Axioma 2.2 (Convexidad débil). Para todo (z;, ) € X; y para todo X € |0, 1],

.Ti>'

~Y

i = [z, + (1 = Naj] =i 2.

Axioma 2.3 (Convexidad). Para todo (z;,z}) € X; y para todo X € (0, 1],

x; = vy = Dy + (1= Nai] = ).

7

Axioma 2.4 (Convexidad estricta). Para todo (z;, ;) € X;yparatodo \ € (0,1),

i = Mw; + (1 = N)al] =; ).

(2

El axioma 2.2, dada la reflexividad, transitividad y completitud de las prefe-
rencias, equivale a suponer que los conjuntos M;(x;) y MI;(x;) son convexos.
Ademads, junto con la continuidad de las preferencias, implica que para todo x; €
X, el conjunto M;(z}) es abierto y convexo y tiene como frontera al conjunto
I;(x}) que es cerrado y conexo. Este axioma admite la posibilidad de que el con-
junto I;(x;) sea “ancho”, es decir que tenga puntos interiores. Ver la parte (a) de
la figura 2.3.

El axioma 2.3, junto con la continuidad de las preferencias, implica que si
x} no es un punto maximo de la relacién Z;, el conjunto /;(x}) no tiene puntos
interiores, o en otras palabras, no encontramos clases de indiferencia “anchas”.
Sin embargo si admite la posibilidad de que el conjunto I;(x}) esté formado por
“segmentos”. La seccidn (b) de la figura 2.3 ilustra esta situacion.

El axioma 2.4 elimina la posibilidad de tramos lineales en el conjunto ;(x})
garantizando asi que cualquier tangencia de un hiperplano con una clase de indi-
ferencia s6lo pueda ocurrir en un punto. Sin embargo, este axioma no garantiza
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Figura 2.3: La convexidad de las preferencias.

la diferenciabilidad del conjunto /;(x}) en todos sus puntos. Ver la parte (c) de la
figura 2.3

Para terminar con los supuestos que introducimos sobre las preferencias, for-
mularemos diferentes axiomas de insaciabilidad. Como en el caso de la convexi-
dad, pueden definirse con diferentes grados de generalidad. La no-saciabilidad es
la definicién més general, mientras que la monotonia es la definicién que contie-
ne el menor grado de generalidad. En medio encontraremos la definicién de no
saciabilidad local y la de semimonotonia.

El axioma 2.5 recoge la idea de que un individuo, dado un plan de consumo,
siempre puede encontrar otro mejor; el axioma 2.6 matiza la afirmacion anterior
para planes de consumo arbitrariamente cerca, es decir, dado un plan de consumo,
siempre existe otro arbitrariamente cerca que es mejor. Este axioma implica que
las curvas de indiferencia no pueden ser “anchas”. El axioma 2.7 dice que dado un
plan de consumo, siempre podemos “construiriino mejor aumentando la cantidad
de alguno de los bienes. Estos axiomas evitan que el consumidor pueda saciarse
de todos los bienes simultdneamente. Sin embargo no impiden la posibilidad de
que el consumidor si pueda saciarse de algin bien concreto en X;. Finalmente, el
axioma 2.8 dice que cuanto mas mejor.

Axioma 2.5 (No-saciabilidad). Para todo x; € X; existe x; € X tal que x, —; x;.
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punto de maxima felicidad

Figura 2.4: El punto de médxima felicidad.

Sefialemos que la afirmacién contraria dirfa que hay un punto z{ en X; que es
preferido a cualquier otro punto en X;. Este seria un punto de méxima felicidad
(ver la figura 2.4). Esta es la situacion que precisamente queremos excluir.

Axioma 2.6 (No-saciabilidad local). Sea N, (z;) un entorno de centro x; y radio
a. Para todo x; € X; y para todo escalar o > 0 existe algiin x, en N,(x;) N X
tal que ', —; x;.

Axioma 2.7 (Semimonotonia). Para todo x; € X, , existe algiin j (que puede
depender de x;) tal que (x; + \e¢’) =; x; para todo \ > 0y donde ¢’ € IR'
representa un vector de ceros excepto en la posicion j—ésima donde hay un uno.

Cuando este axioma se verifica para un cierto componente j del plan de consu-
mo del individuo, independientemente de cudl sea este plan, decimos que el bien j
es deseable para el individuo %.

Antes de presentar los axiomas de monotonia, necesitamos introducir la no-
tacién que vamos a utilizar para comparar vectores. Sea x; = (z},27,...,2}),y
T; = (z},72%,...,7}). Definimos,

~ h o ~h

T > ¥ = 2 > il y Ikak > 3F

Axioma 2.8 (Monotonia). Sean (z;,z}) € X; tales que x; > z|. Entonces, x; es
preferido a x!.

Este es un axioma muy restrictivo. Exige que el individuo mejore consumien-
do cantidades adicionales de mercancias. Existen dos versiones del axioma 2.8,
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una menos exigente (monotonia débil) y otra todavia mas exigente (monotonia
fuerte)

Axioma 2.9 (Monotonia débil). Si z; > z, entonces x; 7=; ..

~o?

Este axioma nos dice que un plan de consumo z; que contenga al menos la
misma cantidad de mercancias que otro, z; es por lo menos igual de bueno que
éste.

/

Axioma 2.10 (Monotonia fuerte). Si x; > !, entonces v; >; .

La monotonicidad fuerte nos dice que un plan de consumo z; que contenga
por lo menos la misma cantidad de todos los bienes que otro plan de consumo
x; y mds de alguno de ellos es estrictamente mejor que éste. Notemos que este
axioma implica, a su vez, que todos los bienes son deseables para el consumidor.
En particular, si el plan de consumo contiene algtin bien no deseable (un “mal’)
no satisfard la monotonicidad fuerte.

El grado de generalidad con el que estudiemos el proceso de toma de decision
del consumidor dependera de la seleccion de axiomas mas 0 menos restrictivos.

2.3. La funcion de utilidad

Ya hemos mencionado anteriormente que el objetivo de esta axiomdtica es
conseguir una estructura analitica que permita asociar a cada clase de indiferen-
cia un nimero real, de forma que si una clase es preferida a otra el nimero real
asociado a la primera sea mayor que el de la segunda. En otras palabras, (ver
Debreu, 1959 o Villar, 1996) dado un conjunto completamente preordenado de
preferencias, nos preguntamos si podemos encontrar una funcion real creciente en
este conjunto. Esta funcién, cuando existe, la denominamos funcion de utilidad.
Formalmente,

Definicion 2.1 (Funcion de utilidad). Una funcion u; : X; — IR representa el
preorden de preferencias 7-; si 'y sélo si para todo (x;,x}) € X; se verifica

wi(z) > ui(a)) <= x; 7; ).

~t by
Esta funcion u; la denominamos funcion de utilidad del consumidor 1.

No todas las relaciones de preferencia son representables mediante funciones
de utilidad, pero puede demostrarse (ver Debreu, 1959 seccién 4-6) el siguiente
resultado.
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Figura 2.5: La existencia de una funcién de utilidad.

Teorema 2.1 (Debreu, 1959). Sea 7-; una relacion de preferencias definida sobre
un subconjunto conexo de R'. La relacién »-; puede representarse mediante una
funcion de utilidad continua si y sélo si 7; es reflexiva, completa, transitiva y
continua.

Este teorema cuya demostracion es dificil, permite transformar el problema
del consumidor en la identificacién de un maximo de la funcién u;. El teorema de
Weierstrass asegura la existencia de tal maximo en cualquier subconjunto com-
pacto de X;.

Villar (1996, teorema 2.2) demuestra la existencia de una funcién de utilidad
con preferencias representadas por un preorden completo que satisfacen la no-
saciabilidad local y son continuas. Varian (1992, seccion 7.1) o Luenberger (1995,
pp- 95-96) demuestran la existencia de una funcién de utilidad en el caso mas
restrictivo de preferencias representadas por un preorden completo que satisfacen
la monotonicidad fuerte y son continuas.

Seguiremos aqui a Varian (1992) para la formulacién y demostracion del re-
sultado de existencia de la funcién de utilidad. Sefialemos antes que el supuesto
de la continuidad de las preferencias es necesario para obtener una funcién de
utilidad continua. Es posible representar mediante funciones no continuas prefe-
rencias que no satisfacen el axioma de continuidad.

Proposicion 2.1 (Existencia de una funcién de utilidad). Supongamos que la re-
lacion de preferencias >—; definida sobre X; C IR es reflexiva, transitiva, com-
pleta, continua y satisface la monotonia fuerte. Entonces existe una funcion de
utilidad continua u; : R® — R que representa esas preferencias.

Antes de ofrecer la demostracion formal de este resultado, veamos la intuicion
del contenido de la demostracidn. Para ello observemos la figura 2.5 que repre-
senta un mapa de indiferencia en IR%.
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Dibujemos una recta que corte a todas las curvas de indiferencia. Asi defini-
mos los niveles de utilidad a lo largo de esta linea. Por lo tanto, para cualquier
punto (plan de consumo) sobre esta recta podemos determinar su nivel de utilidad
identificando la curva de indiferencia que la intersecta. El supuesto de la mono-
tonia fuerte asegura que (i) las curvas de indiferencia existen y no se intersectan
entre si, y (i1) cualquier recta de la forma ce, &« > 0, e > 0 corta a todas las curvas
de indiferencia.

Demostracion. Procederemos en tres pasos (Luenberger, 1995 pp. 95-96).

a) Seae € ]Rﬂr un vector [-dimensional cuyos elementos son todos unos (en
términos de la figura 2.5 esto quiere decir que seleccionamos la recta de
45 grados). Este vector unitario permite convertir un escalar en un vector
[-dimensional.

Dado cualquier vector z; € X; tenemos que demostrar que existe un tinico
nimero u(z;) tal que x; ~; u(x;)e.

Para cualquier z; € X; y a € R, podemos definir los dos conjuntos si-
guientes

A={a/a>0,0eZ; x;} y
B ={a/a >0,z Z; ac}.

El supuesto de la monotonia fuerte implica que ambos conjuntos son no
vacios. El conjunto A porque para « suficientemente grande e 7-; z;; en el
caso del conjunto B porque contiene al menos el 0.

El supuesto de continuidad asegura que ambos conjuntos son cerrados.

Dado que las preferencias son completas, cada o > 0 pertenece a uno de es-
tos conjuntos. Por lo tanto tiene que existir un punto en comun, digamos o,
para el que a,e ~; x;. El supuesto de monotonia fuerte de las preferencias
asegura que este punto es tnico. Identifiquemos pues, «,. con u(z;) de ma-
nera que u(z;)e ~; age, y aplicando transitividad obtenemos u(x;)e ~; x;.

Resumiendo, hemos demostrado que para cada plan de consumo z; € X;
podemos encontrar un nimero real u(z;) tal que u(x;)e ~; z;.

Tenemos que demostrar ahora que esta funcion u representa la relacion de
preferencias original.

b) Consideremos dos planes de consumo (z;, z;) € X;. Por definicién x; ~;
u(z;)ey o ~; u(x})e. Si u(z;) > u(z}), la monotonia fuerte implica que
u(z;)e =; u(x})e. A su vez, la transitividad de las preferencias nos dice que

x; ~; u(wy)e =; u(xh)e ~;
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/
de manera que x; >; ;.

En el sentido contrario, si x; >; x, aplicando la transitividad de las pre-
ferencias obtenemos que u(z;)e >; u(x})e. La monotonia fuerte a su vez
implica que u(z;) > u(z}).

Un razonamiento paralelo permite demostrar que si u(z;) = u(z}), entonces
x; ~; T}y viceversa.

Por lo tanto, u(x;) > u(x}) es equivalente a x; =—; x.

Por dltimo tenemos que demostrar que la funcién u es continua.

¢) Supongamos que {x’} es una secuencia convergente a z;, es decir {27} —
z;. Queremos demostrar que u(z?) — u(z;). Procedemos por contradic-
cion.
Supongamos que no. Ello quiere decir que podemos encontrar un € > 0y
un nimero infinito de ;s tales que u(z?) > u(z;) + € o u(x?) < u(w;) — e.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que nos encontramos en la primera
situacion. Ello quiere decir que 27 ~; u(z?)e =; u(z;)e + e ~; x; + ee.
La transitividad de las preferencias nos permite concluir que z7 =; z; + e.
Ahora bien, para un j suficientemente grande en nuestro conjunto infinito
necesariamente tiene que ocurrir que z; + e > x’/ de manera que por mo-
notonia, x; + ce =; x7. Esto es una contradiccién y por lo tanto concluimos
que la secuencia debe ser convergente y por lo tanto la funcién u continua.

]

Es importante sefialar que la funcion de utilidad que acabamos de construir es
ordinal. Es decir, el valor numérico de v no contiene ningun significado, sélo el
signo de la diferencia entre los valores de u en dos puntos distintos es significativo.

Notemos también que el enunciado de la proposicién que acabamos de de-
mostrar no dice nada sobre la unicidad de la funcién de utilidad que representa las
preferencias del consumidor. La proposicion siguiente aborda precisamente esta
cuestion. En particular, podemos demostrar que la funcién de utilidad que hemos
identificado es Unica excepto para transformaciones estrictamente crecientes.

Proposicion 2.2 (Transformaciones de la funcion de utilidad). (i) Supongamos
que la relacion de preferencia —; del consumidor i es representable por una fun-
cion de utilidad v : IR'" — IR. Entonces cualquier funcién de la forma v(x;) =
f(u(x;)), donde [ es una funcion estrictamente creciente, también es una funcion
de utilidad que representa la misma relacion de preferencias. Ademds, si u y f
son continuas, entonces v es también continua.

(ii) Todas las funciones de utilidad que representan las preferencias ~; del
consumidor i son de la forma v(x;) = f(u(x;)).
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Demostracion. (1) Verifiquemos en primer lugar que v es una funcién de utilidad
(véase Luenberger, 1995 p. 96). Si z; >, «, entonces u(x;) > u(x}). Dado que
f es estrictamente creciente, podemos afirmar que f(u(x;)) > f(u(z})). Por lo
tanto, v(x;) > v(z}). Este argumento puede construirse al revés de manera que
concluimos que v(x;) > wv(z}) si y sélo si z; >; x}. Por dltimo, dado que la
composiciéon de dos funciones continuas es continua, v es continua si v y f son
continuas.

(i1) Sea v una funcién de utilidad arbitraria que representa la misma relacién
de preferencias que u. Es claro que u(x;) = wu(z}) siy sélo si v(z;) = v(x})
porque ambos casos implican x; ~; ;. También debe ser claro que v(z;) > v(x})
siy s6lo si u(x;) > u(z}). Por lo tanto podemos escribir v(x;) = f(u(z;)) donde
f es estrictamente creciente. [

En el apéndice al final de este capitulo, el lector encontrard una demostracion
alternativa (de tipo constructivo) de la proposicion 2.2.

La representacion de las preferencias mediante una funcién de utilidad hace
que las propiedades de la relacion de preferencias se reflejen en las propiedades
de la funcion de utilidad que las representa. Monotonia y continuidad de las prefe-
rencias se traducen en monotonia y continuidad de la funcién de utilidad. La con-
vexidad de las preferencias se traduce en la concavidad de la funcion de utilidad.
En particular, la convexidad débil de las preferencias implica la cuasi-concavidad
de la funcién de utilidad; la convexidad de las preferencias implica que la funciéon
de utilidad es semi-estrictamente cuasi-cOncava; finalmente, la convexidad fuer-
te de las preferencias se traduce en una funcidn u; estrictamente cuasi-concava.
Definamos estos conceptos:

Definicion 2.2 (Cuasi-concavidad). Sea F' : R" — IR. Decimos que I es cuasi-
concava si para todo par de puntos x,y € IR™ y para todo \ € |0, 1],

F(z) > F(y) = FlAr + (1 = Ny] > F(y).

Definicion 2.3 (Cuasi-concavidad semi-estricta ). Sea F' : IR" — IR. Decimos que
F' es semi-estrictamente cuasi-concava si para todo par de puntos x,y € IR" y
para todo \ € (0, 1],

F(z) > F(y) = F[Ax+ (1 = Ny| > F(y).

Definicion 2.4 (Cuasi-concavidad estricta). Sea F' : R" — IR. Decimos que F
es estrictamente cuasi-concava si para todo par de puntos x,y € IR" y para todo
A€ (0,1),

F(r) =2 Fly) = Fhx + (1= Nyl > F(y).
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2.4. La conducta del consumidor

2.4.1. Los precios y las restricciones del consumidor

Hasta ahora s6lo hemos introducido planes de consumo (cantidades de bie-
nes y servicios) en el andlisis del comportamiento del consumidor. Pero con las
preferencias sobre cantidades de mercancias (bienes y servicios demandados y
ofertados por el consumidor) no podemos definir el problema del consumidor,
porque falta un elemento fundamental dual a las cantidades. Este es los precios.
Cada mercancia tiene su precio. Un sistema de precios es un vector p € R', donde
p = (p1,p2,---,01) Pe > 0,k =1,2,...,1. Por lo tanto, el gasto del consumi-
dor ¢ para consumir el vector z; € X;, x; = (21, Ti2, . .., Ty) €8,

l
T
pr; = E PrZik-
k=1

Recordemos que estamos utilizando la convencion de inputs negativos, de manera
que el gasto del consumidor es la diferencia entre la suma de los recursos nece-
sarios para la adquisicion de los bienes y servicios menos la suma de los ingresos
obtenidos por la venta de factores (trabajo). Aquellos lectores para los que la con-
vencion de inputs negativos les resulte incomoda, podemos considerar demanda
de ocio en lugar de demanda de trabajo de manera que X; = Rl+.

También supondremos que al “nacer”, el consumidor est4 dotado de una cierta
“renta”’que denotamos por w; € RR.

Asf pues, dado un sistema de precios p € R! y una renta inicial w; € R el
conjunto factible de consumo del consumidor 7, B; C X; se define como aquellos
planes de consumo que el individuo ¢ puede comprar:

!
B ={z; € X;: Zpkmik < w;}.

k=1

La frontera del conjunto factible de consumo, i.e. {z; € X : 22:1 PrTik = w; }
se denomina la restriccion presupuestaria del consumidor :. Dados los supuestos
sobre el conjunto X; (ver la seccién 2.1), se deduce que el conjunto B; es cerrado
y convexo. Supondremos que para todo £, pr > 0 de manera que es facil verificar
que B; es compacto. Supondremos ademas que es no vacio. (Ignoramos el caso
pr = 0. Ello podria implicar que el individuo quisiera consumir una cantidad
arbitrariamente grande del bien £, y el conjunto B; ya no seria acotado ni, por lo
tanto, compacto.)

Un supuesto implicito en esta formulacion es que la decisién de consumo de
un individuo no modifica los precios unitarios de los bienes (el vector p € R)).
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En otras palabras, el consumidor se enfrenta a una funcién lineal de precios. Este
supuesto se justifica con dos argumentos. Por una parte, si el consumidor pudiera
obtener descuentos en el precio por cantidad, podria comprar una gran cantidad de
un bien (con descuento) y revenderlo después a otros consumidores, lo que no per-
mitimos que ocurra. Por otra parte, suponemos que la demanda de un consumidor
individual es una parte insignificante de la demanda total del mercado. Aunque
para el desarrollo de la teoria del consumidor, éste no es un supuesto necesario,
resulta conveniente y por lo tanto lo mantendremos en todo el andlisis.

2.4.2. El problema de decision del consumidor

Introducidos el conjunto de consumo (X;), las preferencias (77;), la funcion
de utilidad que las representa (u;), y el conjunto factible (B;) del consumidor
podemos formular ahora el problema de eleccién del consumidor. Un consumidor
racional que decide en base a toda esta informacion seleccionard un vector de
consumo z; dentro de su conjunto de consumo X; que es el mejor de acuerdo con
sus preferencias —;, sujeto a la restriccion de que el coste de x; no sea superior a

su renta, es decir escogerd el mejor plan de consumo x; € B;. Formalmente, el
problema del consumidor es

l
max u;(z;) sujeto a Zpkxik < w;.
T, €X; =
Este problema de maximizacién condicionada del consumidor tiene solucidn,
posiblemente no tnica. La funciéon de utilidad es continua dados los supuestos
sobre las preferencias y el conjunto factible de consumo es compacto como aca-
bamos de ver. Por lo tanto aplicando el teorema del méaximo, sabemos que el
problema tiene solucidn. Sefialemos que la solucion del problema de maximiza-
cion no depende de la funcidn de utilidad utilizada. Cualquier funcion de utilidad
que represente las preferencias del consumidor, debe alcanzar su méximo dentro
del conjunto B; en el mismo punto (de acuerdo con la proposicion 2.2).

Lema 2.1. Si las preferencias son convexas, el conjunto de soluciones es convexo.
Si las preferencias son estrictamente convexas, la solucion serd tinica.

Demostracion. (i) Supongamos que z; y x; son dos soluciones del problema de
maximizacion para (p, w;) dados. Necesariamente, z; ~; /.

Consideremos ahora A € [0, 1], y construyamos la asignacion Ax;+(1—\)z} €
Bz’-

Por una parte, como las preferencias son convexas, Az; + (1 — \)z} es por lo
menos tan bueno como el peor entre z; y /, i.e.

Az + (1 = N)a) Zi @y ~; (2.1)
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Por otra parte, como tanto x; como z; son soluciones del problema del consu-
midor, ambas deben ser igualmente buenas, y al menos tan buenas como cualquier
otro punto dentro del conjunto de consumo factible, es decir,

Xy~ T T A+ (1 — M)l (2.2)

ZNi

Combinando (2.1) y (2.2) obtenemos

T~ Ty~ A+ (1 — N)ad,
de manera que Ax; + (1 — \)z es también una solucién del problema del consu-
midor, y por lo tanto el conjunto de soluciones es convexo.

(i1) Supongamos ahora que las preferencias son estrictamente convexas y que
existen dos soluciones distintas z; y x;. Como antes, necesariamente, x; ~; /.

La convexidad estricta nos dice que Az; 4 (1 — \)z} serd necesariamente mejor
que z; y x;. Sin embargo esto es contradictorio con el supuesto que x; y x; son
soluciones. O]

Lema 2.2. Si las preferencias (ademds de ser un preorden completo y continuas)

son no saciables localmente, y si x; es una solucion del problema del consumidor
l

para (p,w;), entonces » , _| Pkl = W;.

Demostracion. El lema nos dice que bajo ciertas condiciones la solucién del pro-
blema se encuentra en la frontera del conjunto factible de consumo del indivi-
duo 4. Si x; es una solucidn, necesariamente debe verificar 22:1 DTl < wj.
Esta desigualdad se conoce como la Ley de Walras. Debemos demostrar que con
preferencias no saciables localmente, la Ley de Walras se cumple con igualdad.
Procederemos por contradiccion (ver Varian, 1992 o Kreps, 1990).

Supongamos que z} es una solucién del problema del consumidor para (p, w;)
dados y verifica que 22:1 Py, < w;. En tal caso, el consumidor ¢ podria adquirir
un plan de consumo z} situado en un entorno alrededor de x}, donde el tamafio
del entorno estd relacionado con la renta no gastada y con el precio mas alto.
Ahora bien, dado que el consumidor es no saciable localmente, en todo entorno
de cualquier punto x; existe otro punto que es estrictamente preferido a x;, lo que
es contradictorio. L

El resultado del problema de decisién del consumidor es x}(p, w;) y se de-
nomina demanda marshalliana del consumidor i. Una caracteristica importan-
te de esta funciéon de demanda es que es continua y homogénea de grado ce-
ro en precios y renta. Es decir si multiplicamos los precios y la renta por un
mismo escalar v > 0, la solucién del problema no varia. En otras palabras,
z;i(p, w;) = x;(yp, yw;), lo que puede interpretarse como la exclusiva dependen-
cia del plan de consumo elegido de los precios relativos y de la renta real. El
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estudio detallado de las propiedades de la funciéon de demanda se encuentra en la
seccion 2.7.1. A continuacién procederemos a resolver el problema de decision
del consumidor.

2.4.3. Derivacion de la funcion de demanda marshalliana

Supongamos

1. la funcién de utilidad wu(z;) es continua, dos veces diferenciable, cuasi-
concava y semimondtona.

2. todos los precios y la renta son estrictamente positivos.

Podemos reformular el problema del consumidor como

l

max u;(x;) sujeto a g Pt < W;.
r;€X; 1

Las condiciones (suficientes dados los supuestos de u; cuasi-concava y B;
convexo y no vacio) de primer orden (de Kiihn-Tucker) son

Ni e <0k =19, .1 2.3)
Oz,
8uz~

@4%E—Am}_Qk_Lz”wz (2.4)

donde A > 0 representa el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion.
Ademads también debe verificarse la condicion de holgura (una lectura ilumina-
dora sobre la solucion de problemas de programacion cuasi-concava es Arrow y
Enthoven, 1961 y sobre optimizacion en general Intriligator, 1971):

A(wr—§:m¢%>:0. 2.5)
k=1

Esta condicion de holgura dados los supuestos 1 y 2, garantizan que en equili-
. 1 . .
brio w; = > k—1 PrTik, €s decir, el consumidor gasta toda su renta.
Fijémonos ahora en el segundo conjunto de condiciones de primer orden (2.4).
Si para un determinado par de mercancias, (r, s) en equilibrio z. # 0,2z}, # 0,
podemos reescribir sus correspondientes condiciones de primer orden como

(9ui
—Ap, =0
amir b
du;
- - )\ps = 07

azis
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v

\

(b) (©)

Figura 2.6: La solucién del problema del consumidor.

0, de forma equivalente,

Ou; P

axir _ r J—
8_m—_’ 7“,5—1,2,...,[
Dzie Ds

es decir, la tasa marginal de sustitucion del bien s por el bien r (a lo largo de una
curva de indiferencia) es igual al cociente de sus precios.

Graficamente, la figura 2.6 ilustra la solucién que acabamos de obtener para
los casos de preferencias (a) no convexas, (b) convexas y (c) estrictamente conve-
Xas.

Cuando existe alguna mercancia k para la que en equilibrio z;; = 0, nos
encontramos con soluciones de esquina. Estas pueden aparecer incluso si px, > 0
5’ui
0y,

Resumiendo, la solucién del sistema (2.3), (2.4), (2.5) es

y > (. La figura 2.7 ilustra esta situacion.

xik(%“’i): k= 1727“'7l

que denominamos sistema de demandas marshallianas del consumidor ¢, para el
sistema de precios p y la renta w;.

Ejemplo 2.3 (La funcién de utilidad Cobb-Douglas). Consideremos la funcion de
utilidad I-dimensional de Cobb-Douglas,

l
— Ak —
ui(xﬂ,xig,...,xﬂ) = | |xik’ (67 ZO, 1{7—172,...,l
k=1

El problema que queremos resolver es,

!
max u;(x;) sujeto a w; > E PkTik, Tik = 0.
T;
k=1
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A

-

Figura 2.7: Solucion de esquina en el problema del consumidor.

Las condiciones de primer orden son
-1 o
apTor Hwijj —A\pr <0
itk
ag—1 aj _
Tik [Oék%k Hxij] — )\pk] =0
J#k

!
/\<wi — Zpkxzk) =0
=1

parak =1,2,...lydonde \ > 0. Una solucion interior de este problema estd ca-
racterizada por

—1 o4
Tt sz‘jj — Ap. = 0.

J#k
Multiplicando por x;;, obtenemos
!
ar [T a5 = Apear = 0 (2.6)
k=1
parak =1,2,..., 1. Sumando sobre k obtenemos
1 !
Z%Hlﬁf —A) prryg =0
k=1 k=1 k=1

de donde podemos derivar el valor de \:

Shoiok T
A== TTagr 2.7)
> k1 PRTik oy
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Sustituyendo (2.7) en (2.6) obtenemos

l
_ D ke Yk

A = =
Zkzl PrZik

es decir, la demanda de la mercancia k viene dada por

PrTik

1

o Zkzl PrTig

Ty = —.
D j—1 Ok Pk

Dado que estamos caracterizando una solucion interior en la que el consumidor
se gastard toda su renta, podemos escribir la demanda del bien k como

w; (073
v (p, wi) = —Z—l : (2.8)
Pk Zkzl (072
Serialemos que de acuerdo con (2.8),
Oy
TipPr = 1 Wi,
D k1 Ok
. . .o . . O
es decir, el consumidor i asigna a la demanda del bien k una proporcion —;
_1 Ok
k=1

de su renta w;.

2.4.4. Estatica comparativa

Un ejercicio que nos planteamos a continuacion es examinar cOmo se modi-
fica la demanda del consumidor cuando varian los valores de los parametros del
problema, es decir la renta y/o los precios. Cuando el problema del consumidor
tiene una multiplicidad de soluciones, éste es un ejercicio dificil de interpretar, de
manera que supondremos que la solucién del problema del consumidor es tnica:

xi(p, wi) = (Iu(p, wi)7 961‘2(137 wi)7 cee ,%z(p; wz))

La curva de Engel

Estudiemos en primer lugar como varia z;(p, w;) cuando cambia la renta w;
y los precios se mantienen fijos. La variacion de la renta representa un despla-
zamiento paralelo de la restriccion presupuestaria del consumidor. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que la renta del consumidor aumenta. Dado que los
precios se mantienen constantes, el consumidor es en términos reales més rico,
y por lo tanto aumenta el consumo de todos los bienes en la misma proporcion.
Es decir, observamos un desplazamiento paralelo de la curva de demanda hacia
afuera. La figura 2.8 ilustra este argumento.
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(p given)

P,

E3Y

Figura 2.8: Variaciones de la renta.

Para cada valor de la renta podemos obtener el plan de consumo 6ptimo; el
lugar geométrico resultante de todos estos nuevos planes de consumo se denomina
senda de expansion de la renta. A partir de ésta podemos deducir una relacién
funcional entre la variaciéon de la renta y de la demanda que se conoce como la
curva de Engel. Para visualizar el efecto de estos cambios de renta, observemos la
figura 2.9 que representa, para el caso de dos bienes, el ajuste de la demanda del
consumidor ante variaciones de su renta mediante la linea de trazo grueso.

En primer lugar debemos notar que la senda de expansion de la renta (y por
lo tanto la curva de Engel) pasan por el origen (suponiendo, naturalmente que los
precios son estrictamente positivos). En la mayoria de las situaciones esperamos
que aumentos de renta se asocien a aumentos de la demanda. Los bienes que se
comportan de esta manera los denominamos bienes normales. Dentro de esta cate-
goria, representada por las secciones (a) y (b) de la figura 2.9, podemos distinguir
dos casos.

En la parte (a) la senda de expansion de la renta es un linea recta. Ello quiere
decir que el consumidor mantendra la proporcion de consumo entre los dos bienes
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L2 A Lig A L2 A
> > >
Ti1 Ti1 Ti1
(a) (b) ()

Figura 2.9: Curva de Engel.

constante ante variaciones de renta. Es decir, x;;(p, w;)/z;; no varfa con cambios
8901-]-

. Bz, .
de w;, o de forma equivalente, a:;f-k = 0. En este caso, decimos que la deman-

da del consumidor tiene una elasticidad-renta unitaria, o que las preferencias del
consumidor son homotéticas.

En la parte (b) de la figura, observamos que la demanda de ambos bienes
aumenta cuando aumenta la renta pero en proporciones diferentes. En particular,
observamos que el consumo del bien 2 aumenta mas que proporcionalmente que
el aumento de la renta (una mayor proporcién de renta se gasta en el consumo
del bien 2), y el consumo del bien 1 aumenta menos que proporcionalmente, es
decir x;5(p, w;) /w; aumenta y x;; (p, w;) /w; disminuye. En este caso decimos que
el bien 2 es un bien de lujo, y que el bien 1 es un bien de primera necesidad.

Por tltimo, la parte (c) de la figura ilustra una situacién en la que el aumento
de renta provoca una disminucién en la demanda del bien 1. Decimos, en este
caso, que el bien 1 es un bien inferior.

La curva de oferta

Consideremos ahora que la renta y el precio del bien 2 se mantienen constantes
y examinemos cOmo varfa la demanda cuando disminuye el precio del bien 1.
Dado que el bien 1 es ahora relativamente mds barato que el bien 2, el conjunto
presupuestario se sesga hacia el bien 1. Para cada variacidén de precio podemos
calcular el nuevo plan 6ptimo de consumo. La figura 2.10 ilustra el argumento.

La relacion de entre las variaciones de precio y los planes de consumo se deno-
mina curva de oferta-precio. La figura 2.11 muestra las dos situaciones posibles
que pueden aparecer. En la parte (a) de la figura, la disminucién del precio del
bien 1 genera un aumento en su demanda. En tal caso, decimos que el bien 1 es
un bien normal; la parte (b) de la figura presenta una situacién en la que la dis-
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Figura 2.10: Variaciones de los precios.

minucion del precio del bien 1 conlleva una disminucién de su consumo. En este
caso decimos que el bien 1 es un bien Giffen.

2.4.5. Bienes sustitutivos y complementarios

Una vez hemos derivado la demanda del consumidor a partir de sus preferen-
cias, podemos encontrar algunas propiedades cualitativas que permitan clasificar
las funciones de demanda (y por lo tanto los 6rdenes de preferencias). En par-
ticular, aunque diferentes individuos pueden presentar diferentes preferencias, la
relacion funcional entre diferentes bienes puede permitir clasificar los bienes.

Asi, decimos que dos bienes son sustitutivos entre si cuando ambos proporcio-
nan servicios parecidos (e.g. café y té; cine y television, azdcar y sacarina, etc).
La parte (a) de la figura 2.12 presenta un mapa de curvas de indiferencia para
dos bienes sustitutivos cercanos. El precio relativo de ambos bienes (p,/px), es
crucial para determinar las demandas. Una pequeia variacién del precio relativo
puede ocasionar una gran variacion en las demandas relativas. En el caso extremo
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Figura 2.11: Curva de oferta-precio.

de bienes sustitutivos perfectos, las curvas de indiferencia seran lineas rectas, y la
demanda serd una solucién de esquina, excepto en el caso en que la relacién de
precios sea igual a la tasa marginal de sustitucion.

Decimos que dos bienes son complementarios si se consumen conjuntamen-
te (e.g. coches y gasolina; café y azdcar; pluma y papel, etc). La parte (b) de la
figura 2.12 presenta un mapa de curvas de indiferencia para dos bienes comple-
mentarios cercanos. Dos bienes son complementarios perfectos si la proporcion
en que se consumen es constante (e.g. guantes de la mano derecha e izquierda)
y aumentos en el consumo de s6lo uno de ellos no genera aumentos de utilidad.
Las curvas de indiferencia tienen mucha curvatura. En el caso extremo de bienes
complementarios perfectos, las curvas de indiferencia presentan un dngulo recto.
En este caso los precios relativos no son importantes, lo que es relevante es el
precio total definido como una suma ponderada de los precios de los dos bienes.

2.4.6. Elasticidad

Una vez examinados los efectos de las variaciones de renta y precios sobre la
demanda, necesitamos una medida (invariante a las unidades de medida de pre-
cios, renta, y cantidades) de de tales variaciones. Esta medida la denominamos
elasticidad y es la variacion relativa de la demanda con respecto a la variacion
relativa de precios y renta.

Elasticidad-renta de la demanda La elasticidad-renta de la demanda es la rela-
cion entre un cambio porcentual de la demanda de un bien & ante un cambio
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Figura 2.12: Bienes sustitutivos y complementarios.

porcentual de la renta. Formalmente

895% w;

= k=1,2,...,1.
Nk 611)7;1'1‘]@7 ) 3

Una vez calculadas todas las 7, podemos definir la elasticidad-renta media
como la suma ponderada de las diferentes 7y, es decir » % k7K, donde 0y, =
Pri/w; es la proporcion de renta que el consumidor destina al bien k. La
elasticidad-renta media permite obtener el siguiente resultado:

Proposicion 2.3. La elasticidad-renta media es uno.

Demostracion. Sabemos que

l

Z PrTik(ps wi) = w;.

k=1

Por lo tanto, derivando con respecto a w;
!
0z, (p, w;
Zpk—k(p )1 2.9)
— Qw,

El término de la izquierda puede reescribirse como

l l l
0962 , W;) Oz (p, wi) Wi Tk ;i
Z py 22D i) kp Z D k(P ik Zpk: k:m:. (2.10)
k=1

awi T Wy
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Combinando (2.9) y (2.10) obtenemos

l
Z PrZik
- N = 1.
Wy
k=1

]

Para interpretar este resultado, pensemos en una situacion inicial con una
renta w; en la que se satisface que ) , py2;; = w;. Por alguna razon el con-
sumidor experimenta una variacion de su renta (w;), de manera que ajusta
su consumo tal que » | . Dk, = w;. Este ajuste en la composicién de la ces-
ta de consumo se realizard de acuerdo con la importancia relativa del gasto
de cada bien en el gasto total. Dado que el consumidor siempre gasta toda
su renta, la variacion en el valor de la cesta de consumo se ajustara perfec-
tamente a la variacion de la renta.

Elasticidad-precio de la demanda La elasticidad-precio de la demanda es la re-
lacién entre un cambio porcentual de la demanda de un bien ante un cambio
porcentual de su precio. Formalmente,

Ox;
_JEk PR b g9 L

N Opr ik

€k

Elasticidad-cruzada de la demanda La elasticidad-cruzada de la demanda es la
relacion entre un cambio porcentual de la demanda de un bien ante un cam-
bio porcentual del precio de otro bien. Formalmente,

0Tk D

yk=1,2,....1; kK#7.
5]%‘ Tk

Ckj =

2.4.7. Funcion inversa de demanda

La funcién de demanda expresa la conducta del consumidor describiendo los
planes de consumo en funcién de los precios y de la renta. Implicitamente, la
construccion de esta funcién de demanda supone que las variables relevantes en el
andlisis de la conducta del consumidor son los niveles de consumo. Sin embargo,
podemos encontrarnos en situaciones donde nos interesard describir los precios
en funcidn de las cantidades (pensemos en modelos de competencia imperfecta
de tipo Cournot o Bertrand). Es decir, dada una cesta de consumo z; y dada una
renta w;, nos interesard encontrar un vector de precios para el que el individuo ¢
maximiza su utilidad consumiendo precisamente la cesta ;. Esta nueva funcién
de demanda la denominamos funcion inversa de demanda.
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Para poder invertir la funcién de demanda s6lo podemos tener tantas variables
de precios como variables de bienes, de manera que necesitamos fijar la renta a
un nivel determinado. Digamos w; = 1. Dado que la funcién de demanda es ho-
mogénea de grado cero en precios y renta, podemos obtener los precios asociados
a un nivel de renta w; simplemente multiplicindolos por w;.

Dada una funcién de utilidad w;(z;), podemos escribir las condiciones de pri-
mer orden del problema de maximizacion de utilidad sujeta a la restriccion presu-
puestaria como

Oy,

!
Z DrTir, = 1.
=1

Multiplicando el primer conjunto de condiciones de primer orden por x;;, sumando-
las sobre k y utilizando la restriccidn presupuestaria obtenemos

!
Z 8;;;: Tik = A ;pkxik =A

Podemos ahora sustituir )\ por el valor que acabamos de encontrar en una de las
condiciones del primer conjunto de condiciones de primer orden para obtener py
en funcion de z;

_)\pk = 07

Ou;(z;)
Oz

Ouy(x4) :
Zk 1 oz, Lik
En general, la funcién inversa de demanda puede no existir. Si, por ejemplo,
la funcién de utilidad no es cuasiconcava encontraremos cestas de consumo que
nunca seran elegidas independientemente del vector de precios, de manera que
la funcion inversa de demanda no estard definida para esas cestas de consumo.
En otras palabras, s6lo podemos derivar la funcién inversa de demanda cuando la
solucién del problema del consumidor es interior.

sz(ivz) =

2.5. La funcion indirecta de utilidad

La funcién indirecta de utilidad evalda el nivel de utilidad que obtiene el con-
sumidor en su(s) eleccién(es) 6ptima(s) dados los precios p y la riqueza w;. For-
malmente la expresamos como una funcién v : ]le ! — R tal que para cada
(p ) wi) S ]Rl-l—-H’

!
vi(p, w;) = maz{u;(z;)/ Zpkxik < w;} = u(z} (p,w;)).
k=1
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En otras palabras, la funcidn indirecta de utilidad representa la maxima utilidad
que puede alcanzar el consumidor ¢ dados los precios y su renta: v;(p, w;) =
Esta definicion de v; no depende de que el problema del consumidor tenga
una solucion unica. De la misma manera que las unidades de v; dependen de
la escala especifica de u;, si reescalamos u; también transformaremos v; con la
misma funcién de reescalamiento.
Las propiedades de la funcién indirecta de utilidad son las siguientes:

Proposicion 2.4. Dados los supuestos introducidos para la derivacion de la fun-
cion de demanda marshalliana, la funcion indirecta de utilidad v;(p, w;) es:

a) continuaenpy w; (parap >0y w; > 0),

b) homogénea de grado cero en py w;,

c) estrictamente creciente en w; y no creciente en p,
d) cuasi-convexa en (p,w;)

Demostracion.  a) (Kreps, 1990) Supongamos que {p™, w!'} es una sucesion
convergente a (p, w;) para p > 0. Supongamos también que x!" es una solu-
cidn al problema del consumidor para (p", w}") de manera que v;(p", w}) =
u;(x7). Sean’ una subsucesion tal que lim, / ui(x?/) = lim sup,, v;(p", w).
Dado que hemos supuesto p > 0, podemos demostrar que para un n’ su-
ficientemente grande, la unioén de los conjuntos presupuestarios definidos
para (p™, w!) y (p, w;) es acotada. Ello quiere decir que la secuencia de so-
luciones ' se encuentra en un espacio compacto y por lo tanto tiene limite.
Denotemos este limite como z;. Puesto que p™z! < w}, por la propiedad
de la continuidad sabemos que pz; < w;. Por lo tanto v;(p, w;) > u;(x;) =
lim, s u;(2™) = lim sup,, v;(p", wl').

Supongamos ahora que z; es una solucidn al problema del consumidor para
(p, w;). Por lo tanto v;(p, w;) = u;(z;). A partir de la no saciabilidad local
P

T

= 1. También por la continuidad de u;, lim,, u;(a"z;) =

. Por conti-

sabemos que px; = w;. Definamos ahora el escalar a” =

w;

nuidad, lim,, a™ =

L
u;(z;) y al mismo gempo pra™z; = wl de modo que a™z; es factible en el
problema definido por (p", w!"). Por consiguiente, v;(p", wl) > u;(a™z;)y
lim inf,, v;(p", wl) > lim,, u;(a"x;) = u;(z;) = vi(p, w;).
Combinando ambos argumentos, vemos que lim inf,, v;(p", w}*) > v;(p, w;) >
lim sup,, v;(p", wl'), lo que implica que el lim,, v;(p", w}") existe y es igual
av;(p, w;).
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b)

c)

d)

Si los precios y la renta se multiplican por un niimero positivo, el conjunto
presupuestario no varfa. Por lo tanto, v;(p, w;) = v;(tp, tw;) para cualquier
t>0.

Sean p, p’ dos vectores de precios tales que p’ > p. Tenemos que demostrar
que v;(p’, w;) < v;(p, w;). Definamos los conjuntos

B(p) ={z; € ]Ri/pxi < w;}
B(p') ={z; € ]R:_/p’xi < w;}.

Dado que p’ > p, se verifica que B(p') C B(p). Sea 2* el maximo sobre
B(p), y sea y* el maximo sobre B(p’). Puede ocurrir que * = y* en cuyo
caso u;(z*) = w;(y*), y por lo tanto v;(p, w;) = v;(p’,w;). Alternativamen-
te, puede ocurrir que z* > y* en cuyo caso u;(z*) > u;(y*), y por lo tanto
vi(p,w;) > vi(p',w;). Por lo tanto el maximo de w;(x;) sobre B(p) sera al
menos tan grande como el maximo de u;(x;) sobre B(p').

. . / ’
Consideremos ahora dos niveles de renta w;, w; tales que w; > w;. Tenemos
! .
que demostrar que v;(p, w;) > v;(p, w;). Definamos los conjuntos,

C(w;) ={z; € RY /pz; < w;}

C(w) ={u; € R Jpz, < w)).

Sea z; un maximo de u; sobre C'(w;). Dado que C(w;) C C(wy), y que los
precios y la renta son estrictamente positivos, podemos encontrar un plan
de consumo z; € C(wy;) tal que u;(x;) > u;(z;).

La cuasi-convexidad de v; equivale a que los conjuntos de contorno infe-
riores sean convexos. Consideremos dos vectores de precios p,p’ y un es-
calar « tales que v;(p,w;) < ay v;(p/,w;) < «a. Definamos ahora otro
vector de precios como combinacion lineal convexa de los dos primeros,
p = Ap+(1—=X\)p’ con A € (0, 1). Queremos demostrar que v;(p", w;) < av.

Definamos ahora los conjuntos

B(p) ={z; € R, /pz; < w;}
B(p') ={z; e R, /p'z; <w;}
B(p") ={z; e R /p"z; < w;}

Veamos a continuacién que B(p') C (B(p) U B(p')), o en otras pala-
bras, si ; € B(p") entonces x; estd en B(p) o bien en B(p'). Proce-
demos por contradiccién. Supongamos pues que esto no es asi, es decir
x; ¢ B(p) U B(p). En tal caso px; > w;, p'z; > w;. Por lo tanto,
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Figura 2.13: Propiedades de la funcién indirecta de utilidad.

Apx; + (1= N)p'z; > Mw; + (1 — N)w; = w;, lo que implica que z; ¢ B(p")
que es una contradiccion.

Observemos ahora que v;(p, w;) = max{u,;(z;)/z; € B(p")}. Por el ar-
gumento anterior sabemos que cualquier 2; € B(p") también satisface que
z; € B(p) U B(p'). Por lo tanto, v;(p, w;) < max{v;(p, w;), vs(p/,w;)}, de
manera que v;(p’, w;) < a.

O

Es importante sefialar que la cuasi-convexidad de la funcién indirecta de utili-
dad se verifica aun sin el supuesto de que la funcién de utilidad sea cuasi-concava
con respecto a x;. También debemos hacer notar que la funcién indirecta de uti-
lidad se mide en unidades determinadas por la funcion de utilidad, y por lo tanto
estd definida sélo con respecto a transformaciones afines estrictamente crecientes.

La figura 2.13 ilustra las propiedades de la funcién indirecta de utilidad en
RZ.

Ejemplo 2.4 (La funcién de utilidad Cobb-Douglas). A partir del ejemplo ante-
rior donde hemos derivado las demandas marshallianas asociadas a una funcion
de utilidad Cobb-Douglas, la funcion indirecta de utilidad v;(p, w;) = u;(z}) es
ahora,

l

vi(p, w;) = ﬁ(ﬂffk)ak = H(wi&y%

)
=1 k1 Pk Zk:1 897

B ( w; )22—1% ﬁ(ak)ak
22:1 (673 Pk '

k=1

ol
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2.6. La funcion hicksiana de demanda y la funcion
de gasto

Podemos mirar ahora el equilibrio del consumidor desde una 6ptica diferente.
Hasta ahora hemos supuesto que el consumidor, dada su restriccién presu-
puestaria, escogia el plan de consumo que le permitia obtener el maximo nivel de
satisfaccion. Consideremos ahora la situacion planteada por Hicks (1939) en la
que el consumidor fija como objetivo la obtencion de un cierto nivel de satisfac-
cién y escoge una cesta de consumo que le permite conseguir ese objetivo con el
minimo gasto. Formalmente, nuestro consumidor ahora se enfrenta al problema
mxl'npxi s.a u;(x;) > 0y

Bajo los supuestos establecidos sobre u;(x;), este problema tiene solucién pa-
ra (p, ;). Si u; representa preferencias estrictamente convexas, entonces la solu-
cion es unica para cada (p,w;). Esta solucién la representamos como h;(p, u;) y
la denominamos funcion de demanda hicksiana o también funcion de demanda
compensada. Es importante sefialar que las funciones de demanda hicksiana no
son directamente observables puesto que dependen de la utilidad que no lo es.

La funcién de demanda hicksiana nos dice como varia el consumo 6ptimo
cuando varian los precios y/o el nivel de utilidad de referencia. Imaginemos que
se modifican los precios pero el consumidor mantiene constante su objetivo de
utilidad. La demanda compensada nos dice como variard el consumo del indivi-
duo suponiendo que la variacion de precios no tiene efectos sobre la renta real. En
otras palabras, mide la variacion en el consumo si compensamos al individuo por
el efecto de la variacion de los precios sobre su renta. Esta variacion representa
un desplazamiento a lo largo de la curva de indiferencia correspondiente al nivel
de utilidad que el consumidor tiene como objetivo. De forma parecida, si man-
tenemos fijos los precios y por alguna razén el consumidor varia su objetivo de
utilidad, la funcién de demanda compensada nos determinara un plan de consumo
sobre una nueva curva de indiferencia. La figura 2.14 ilustra estos argumentos.

Es facil verificar que la funcién h;(p, u;) es homogénea de grado cero en pre-
cios, es decir h;(Ap, u;) = h;(p, u;) para cualquier A > 0. En otras palabras, dado
el nivel de utilidad, la determinacién del consumo 6ptimo sélo depende de los
precios relativos. Por lo tanto, h;(p, u;) depende de la pendiente de la restriccién
presupuestaria. Si todos los precios varian en la misma proporcion, la pendiente
de la restriccion presupuestaria permanece inalterada. De aqui se sigue la homo-
geneidad de grado cero en precios de la demanda hicksiana.

Finalmente, podemos determinar el nivel de gasto que representa la cesta de
consumo minimizadora de gasto para (p, ;) sustituyendo la demanda hicksiana
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Figura 2.14: La demanda hicksiana.

en el problema de la minimizacion del gasto. La funcién asi obtenida se denomina
funcion de gasto, que representamos como e;(p,u;) y nos dice cudl es la renta
minima necesaria que permite obtener el nivel de utilidad u;, dados los precios p.
Esto representa un problema dual al problema del consumidor que formalmente
formulamos como,

ei(p, ;) = min pr; s.a w;(x;) > u; = ph™(p, u;) (2.11)

Podemos obtener la funcién de gasto de forma alternativa a partir de la funcién
indirecta de utilidad. Dado que la funcién v;(p, w;) es creciente en w;, podemos
invertir la funcién y despejar la renta en funcion del nivel de utilidad u; (ver el

ejemplo 2.5).
La funcién de gasto satisface las propiedades siguientes

Proposicion 2.5. Bajo los supuestos que garantizan la existencia de la funcion de
utilidad, la funcion de gasto e;(p, u;) es

a) homogénea de grado 1 en p: e;(\p,u;) = Ae;(p,w;),
b) no decreciente en p y estrictamente creciente en u;,

c) concava en p.

Demostracion.  a) Sea h! lasolucién del problema (2.11) para (p, @, ), i.e. ph =
e;(p,w;). Supongamos que e; no es homogénea de grado 1, en otras palabras,
ei(Ap, ;) # Aei(p,u;). Sea /ﬁz la solucion del problema de minimizacion de
gasto para (Ap,W;), es decir )\pﬁi = ¢;(Ap,T;). Como la solucién es tnica
resulta que )\pﬁi < Aph}. A su vez esto implica que p?zi < ph} de forma
que h! no puede ser la solucién para (p, ;).
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b) Sean h;, h;s las soluciones minimizadoras de gasto para pi, po, es decir
prhia = e;(p1, ;) y pohia = €;(p2,w;). Supongamos que p, > p;. Entonces,
p2hio > p1hi y dado que h;; es un minimizador de gasto a los precios
p1, prhio > p1h;1. De manera que e; es no decreciente en p.

Sean ahora h;y, h;y las soluciones minimizadoras de gasto para w;, Ui, ¥
supongamos que u;; > u;. Supongamos e;(p,u;) > e;(p,Us), es decir
phi1(p, 1) > phi(p,2) > 0. Construyamos una cesta h = ahjy, a €
(0, 1). La continuidad de u; asegura que existe un « suficientemente cercano
a 1 tal que u;(h) > W, y phis > ph. Esto es una contradiccién porque & es
factible para u; y ademds permite obtener el nivel de utilidad u; de forma

mads barata que h;;. Asi pues, e; es estrictamente creciente en ;.

¢) Sean p; y py dos vectores de precios tales que p = ap; + (1 — a)ps para
algin o € (0,1), y sea h; una solucién para e;(ap; + (1 — a)ps,w;) =
(ap1 + (1 — a)pa)hi.
Dado que u;(h;) > u; la cesta de consumo h; siempre es factible para al-
canzar el nivel de utilidad u;, aunque no necesariamente tiene porque ser la
forma mads barata de alcanzarlo para precios distintos de ap; + (1 — a)ps.

Asi pues e;(p1,u;) < pih; y ei(p2,u;) < poh;. Combinando ambas de-
sigualdades obtenemos

ae;(p1, ;) + (1 — a)e;(p2,w;) < aprh; + (1 — a)p2h;
= (ap1 + (1 — a)p2)hi
=e;i(apy + (1 — a)pe, ;).

O

La homogeneidad de grado 1 en p de la funcién de gasto significa que si todos
los precios se multiplican por una constante positiva A la renta minima necesaria
para obtener el nivel de utilidad u; debe también multiplicarse por esa constante,
es decir e;(Ap, u;) = Ae;(p, u;) para A > 0.

Que la funcion de gasto sea no decreciente en p y u; nos dice que si los precios
aumentan, la renta minima necesaria ciertamente no decrecerd. De forma parecida,
si el nivel de utilidad a alcanzar aumenta, la renta minima necesaria ciertamente
tampoco decrecera.

Por ultimo, la concavidad de la funcion de gasto nos dice que si el gasto au-
menta lo haré a una tasa decreciente. Por otra parte acabamos de ver que si precio
de una mercancia aumenta el gasto no disminuira. La intuicién de ambos fenéme-
nos es que conforme el precio de una mercancia aumenta, el consumidor tenderd a
substituir esa mercancia mas cara por otras relativamente mas baratas.
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Como ya hemos mencionado al principio, los problemas que definen la fun-
cién indirecta de utilidad y la funcién de gasto estan fuertemente relacionados. El
uno se obtiene a partir de invertir el objetivo y la restricciéon del otro. De hecho
bajo ciertos supuestos ambos problemas generan el mismo plan de consumo como
solucion del problema del consumidor si las restricciones son consistentes.

Para poder comparar el resultado del problema del consumidor bajo la 6pti-
ca marshalliana y hicksiana necesitamos en primer lugar fijar un elemento de
referencia comun. Hay dos posibilidades. Por una parte podemos suponer que
ambas demandas se encuentran sobre la misma curva de indiferencia, es decir
u; = v;(p, w;). Por otra parte, podemos suponer que ambas demandas se encuen-
tran sobre la misma restriccion presupuestaria, es decir w; = ¢;(p, u;). Con estos
elementos de referencia podemos enunciar el siguiente resultado:

Proposicion 2.6 (Dualidad). Supongamos que la funcion de utilidad es continua.
Seazr* € X = Ri. Definamos ahora los problemas siguientes

vi(p, w;) = max u;(x;) s.a pr; < w;, (2.12)

ei(p, u;) = min pz; s.a u;(z;) > ;. (2.13)

Entonces,

a) Supongamos que las preferencias satisfacen la no saciabilidad local. Su-
pongamos también que ambas demandas se encuentran sobre la misma
curva de indiferencia, es decir u; = v;(p,w;). Entonces, si ©* soluciona
el problema (2.12), también soluciona el problema (2.13).

b) Supongamos que px* > 0. Supongamos también que ambas demandas
se encuentran sobre la misma restriccion presupuestaria, es decir w; =
ei(p,u;). Entonces si x* soluciona el problema (2.13), también soluciona el
problema (2.12).

Demostracion. a) Supongamos que z* soluciona (2.12) pero no (2.13). En tal
caso debe existir un plan de consumo z tal que pr < px*y w;(z) > u;.
Dada la no saciabilidad local, debe existir un plan de consumo z; en un
entorno de x que verifica pr; < pr* < w;y u;(z1) > u(z) > w,;. Este x1 es
factible para (2.12) generando un nivel de utilidad w;(z1) > v;(p, w;) que
es una contradiccion.

b) Supongamos que z* es soluciéon de (2.13). Supongamos también w; =
px* > 0. Queremos demostrar que si hay una cesta de consumo = € X que
satisface pr < wj, (es decir un plan de consumo factible para (2.12)), enton-
ces la utilidad que genera no es superior a la utilidad asociada a x*, u;(x) <
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Li1

Figura 2.15: La maximizacién de la utilidad y la minimizacién del gasto.

u;(z*). Consideremos pues, la cesta de consumo x y definamos otra cesta
T = ax para o € (0,1). Naturalmente, pz < w;. Por lo tanto = no puede
ser factible para (2.13) lo que quiere decir w;(z) < u;(z*). Por continuidad
se sigue que u;(x) < u;(x*).

O

La figura 2.15 ilustra la proposicion para los casos de buen comportamiento.

Ejemplo 2.5 (La funcién de utilidad Cobb-Douglas). Calculemos la funcion de
gasto asociada a la funcion de utilidad Cobb-Douglas

l
ui(x;) = Hx?kk
k=1

Definamos o« = 22:1 ay. Utilizando la proposicion de equivalencia que acaba-
mos de demostrar, podemos utilizar la funcion de utilidad indirecta que ya hemos
derivado y sencillamente resolver la ecuacion v;(p,e) = w; para e; en términos
de p y u;. Por lo tanto queremos resolver

e\ @ l g\ @k
() OEG) =»
A7l PR

para e;. Obtenemos asi,

ag/a
&i(p, u;) = Ug/aO‘H<p_k> o

0]
k=1 K
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La equivalencia entre la maximizacion de la utilidad y la minimizacién del
gasto permite derivar cuatro identidades importantes.

1. Supongamos que ambas demandas se encuentran sobre la misma curva de
indiferencia, es decir w; = v;(p, w;). Entonces, e;(p,v;(p, w;)) = w;. Es
decir, el gasto minimo necesario para alcanzar un nivel de utilidad v;(p, w;)
es precisamente la renta que define el maximo gasto disponible w;.

2. Supongamos que ambas demandas se encuentran sobre la misma restriccién
presupuestaria, es decir w; = e;(p, u;). Entonces, v;(p, e;(p,u;)) = ;. Es
decir, la méaxima utilidad alcanzable con la renta e;(p, ;) es precisamente
U;.

3. Supongamos que ambas demandas se encuentran sobre la misma curva de
indiferencia, es decir w; = v;(p, w;). Entonces, z;(p, w;) = h;(p, vi(p, w;)).
Es decir, la demanda marshalliana correspondiente al nivel de renta w; es
idéntica a la demanda hicksiana correspondiente al nivel de utilidad v;(p, w;).

4. Supongamos que ambas demandas se encuentran sobre la misma restriccion
presupuestaria, es decir w; = e;(p, u;). Entonces, h;(p, u;) = z;(p, e;(p, u;)).
Es decir, la demanda hicksiana correspondiente al nivel de utilidad u; es
idéntica a la demanda marshalliana correspondiente al nivel de renta e; (p, ;).

La tdltima identidad es especialmente relevante porque permite relacionar una de-
manda observable y una demanda no observable. Por lo tanto, cualquier plan de
consumo demandado puede expresarse como la solucién del problema (2.12) o
como solucion del problema (2.13).

La figura 2.16 (Villar, 1996, p. 64) resume la dualidad entre el problema de
maximizacion de utilidad y minimizacion de gasto.

2.7. Aplicaciones de la dualidad

Hemos visto que a partir de la demanda marshalliana podemos obtener la fun-
cién indirecta de utilidad y a partir de la demanda hicksiana la funcién de gasto,
sin utilizar el supuesto de diferenciabilidad de la funcion de utilidad. Ahora pro-
fundizaremos en estas relaciones introduciendo explicitamente este supuesto de
diferenciabilidad.

Proposicion 2.7 (Lema de Shephard). Sea h;(p*,u}) la combinacién de bienes
que minimiza el gasto necesario para obtener un nivel de utilidad u; a los precios
p*. Entonces se verifica:

aei (p*v u;k)

", uf) = g T
k
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max; u;(;) s.a min, pr; S.a

pr; < w; pui(zi) > 7,
(resolver) (resolver)
Demanda marshalliana Demanda hicksiana
iy, (P, w;) ik (D, Ui,

(substituir) (substituir)

Funcion indirecta
de utilidad

vi(pw;) = uy(x™) ei(p,ui) = pa’

Funcién de gasto

Figura 2.16: La dualidad del problema del consumidor.
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Demostracion. A partir de la identidad 4, sea h;(p*, u}) = «} la combinacién de
bienes que minimiza el gasto. Para todo p € R" , definimos la funcién z(p) =
pxt—e;(p,ul). Esta funcién es convexa porque e;(p, u}) es concava en p. Ademas,
dada la definicién de e;(p, u}) como el gasto minimo necesario para obtener v,
podemos afirmar que z(p) > 0 para todo p. Las condiciones necesarias para ca-
racterizar el minimo de la funcién z(p) son

O=0) g =120

Opi,

que tiene como solucién p*. A partir de la definicion de z(p) podemos reescribir
esta condicidn de primer orden evaluada en p* como

Olp*x} — e;(p*, uj)]
oj

:(]7

es decir,
* aei (p*7 u;k)
T — T
Py,

o bien, aplicando la identidad 3

:(:)7

* * aei p*,Uj
hin(p*,uy) = %
k

]

Proposicion 2.8 (Identidad de Roy). Sea xz} (p*, w}) la funcién marshalliana de
demanda del consumidor 1. Entonces,

o (p*, wy)

op;;
Lik 8U¢(p*,w;k)’ 3 <y )
ow;

(2

Proponemos dos demostraciones alternativas de este resultado. La primera es
formalmente mds elegante. La segunda permite una mejor interpretacién econémi-
ca.

Demostracion (Elegante). Supongamos que x} maximiza la utilidad para (p, wy).
Aplicando la identidad 2,

u; = vi(p,ei(p,uy)). (2.14)

Como ya hemos visto, esta identidad nos dice que cualesquiera que sean los pre-
cios, si el consumidor recibe la renta minima necesaria para obtener el nivel de
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utilidad u; a esos precios, la maxima utilidad que puede alcanzar es u;. Asi pues
diferenciando (2.14) con respecto a p; obtenemos,

dv;  Ov; v De;

= = + k=1,2,...,1
dpy Opy, de; apk

Dado que (2.14) se verifica para cualquier vector de precios, podemos evaluar-
la a los precios p*, y obtener

v (p*, wy) N vi(p*, ;) Oe;(p*, uy)

0= ,k=1,2,...,1
i dei(p*,uf)  Opj
Utilizando ahora la identidad 1, podemos escribir
o= vl wi) | Ol wi) Oeiw™ i)y,

op;, ow? opy

7

A continuacion utilizamos el lema de Shephard para obtener

81*7; al *7;
wlp us) ol v;)

0=
Py owy

hig(p*,u), k=1,2,...,1
Por altimo, utilizamos la identidad 3 y obtenemos

0=

ov; (p*, wy) . o (p*, wy)

i *, *7k':1,2,...,l

obteniendo el resultado que queriamos demostrar. [

Demostracion (Instructiva). La demostraciéon podemos argumentarla en dos par-
tes. En primer lugar, estudiamos el impacto de una variacién del precio del bien k
sobre la funcion indirecta de utilidad del consumidor . En segundo lugar, estu-
diamos el impacto de una variacion de la renta del consumidor ¢ sobre su funcién
indirecta de utilidad. La combinacién de ambos impactos resulta en la identidad
de Roy.

(1) Ya sabemos que la funcion indirecta de utilidad viene dada por

vi(p, wi) = wi(i(p, wi)).

Diferencidndola con respecto a pj, obtenemos

avz pa wz Z auz 837216 (215)

@pk al’m apk
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Dado que x;(p, w;) es la funcién de demanda, satisface las condiciones de
primer orden de la maximizacion de la utilidad,

=27 = Apy. (2.16)

Por lo tanto podemos reescribir (2.15) como

ov;(p, w;) ! 0T i
—— T =) . 2.17
Opn kz:;pk I (2.17)

Por otra parte, las funciones de demanda también satisfacen la restriccion
presupuestaria ) ., pp2;x(p, w;) = w;. Diferenciado esta restriccién presu-
puestaria con respecto a p; obtenemos

z
Oy,

ik (P, w;) + Zpk = 0.
= O

Substituyendo esta expresion en (2.17) obtenemos

avi (p7 wz)

=~z ). 2.1
O AT (p, ;) (2.18)

Veamos como interpretamos esta expresion. Para ello combinemos (2.18) y

(2.16) y escribamos

ov; (p7 wi) Tik (p; wz’) 3%(%)
——— = Arp(p,w;) =
Opy, v k(p v ) Pk 0wy,

Imaginemos ahora que el precio del bien £ disminuye en un euro y veamos
la utilidad extra que puede obtener el consumidor. Nuestro consumidor, con
su renta w; si compra la misma cesta que antes de la variacion del precio py,
dispone atn de x;, euros puesto que el bien k& es mds barato. Una posibilidad
es dedicar esta renta extra al propio bien k. Si hace esto puede comprar una
cantidad adicional de bien k dada por el producto de un euro por z;;/py.>
A su vez, este aumento de consumo genera un aumento de utilidad dado
por el producto de un euro por (z/px)(0u;/Ox;;). Sin embargo, ésta no

ZPara fijar ideas, consideremos una situacién inicial donde w; = 60 € y py, = 6 €. Ello induce
un consumo del bien k de x; = 10 unidades. Supongamos que por alguna razén el precio del
bien k£ disminuye en 1 €, es decir pgc = 5 €. Si el consumidor mantiene el consumo de bien k
gasta pj.z, = 50 €. Ello le deja 10 € en el bolsillo. Con este dinero puede aumentar su consumo
de bien k en xy,/p), = 2 unidades.
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(ii)

es la Unica posibilidad de accion del consumidor. La variacién de p; induce
una variacion de los precios relativos, de manera que el consumidor podria
redefinir su cesta de consumo destinando la renta adicional entre los dife-
rentes bienes de la economia de acuerdo con los nuevos precios relativos.
La importancia de la identidad de Roy es que nos dice que estas sustitucio-
nes no tendran un efecto de primer orden sobre la utilidad del consumidor.
El efecto principal se obtiene gastando la renta adicional completamente en
el bien k.

Consideremos de nuevo la funcion indirecta de utilidad y diferenciémosla
con respecto a w; para obtener (introduciendo de nuevo las condiciones de
primer orden)

!
ov; ( p w;) 8x 23
ki E . (2.19)
8wl

k=
Diferenciemos ahora la restriccién presupuestaria con respecto a w; para

obtener
!

Z axzk _

k=1

Substituyendo esta expresion en (2.19) obtenemos

v (p, w;)

D, =\ (2.20)

Esta ecuacion nos dice que el multiplicador de Lagrange de la condicion de
primer orden de la maximizacién de la utilidad es precisamente la utilidad
marginal de la renta.

Combinando (2.18) y (2.20) obtenemos la identidad de Roy.

]

Por lo tanto, podemos reinterpretar la demanda marshaliana del bien &£ como
la relacion entre la variacion de la utilidad asociada a la variacién del consumo del
bien k£ ante una variacién de su precio y la utilidad marginal de la renta.

Ejemplo 2.6 (La funcion de utilidad Cobb-Douglas). Consideremos la funcion
indirecta de utilidad Cobb-Douglas

Ui(p, wi) _ ﬁ (Ozkl%)%

o
Py Pk
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donde o = 22:1 ay,. Podemos calcular

0v; (p, w;) o

= ——V(p, W),
Opr Pk ( )

a i\ Wi
) ),

Aplicando la identidad de Roy, obtenemos la funcion de demanda del bien k

AW
:Ezk(pawl> = apr ’

tal como habiamos obtenido anteriormente.

Hasta ahora hemos examinado los efectos de una variacién del precio del
bien k, o de la renta de un consumidor sobre su demanda de ese bien k. A con-
tinuacién nos preguntamos qué efectos tiene sobre la demanda marshalliana del
bien 7 un aumento el precio del bien k para el consumidor i. Debemos diferenciar
dos tipos de efectos:

Por una parte el consumidor es, en términos reales, mas pobre (efecto renta).
Dado que compraba una cantidad z;(p, w;) del bien k, su renta real disminuye a
la tasa x;(p, w;). Como consecuencia, el consumidor modificard su demanda de
bien j aunatasa —(0z;;/Ow; )z, (p, w;). Es decir, multiplicamos la tasa de cambio
en el consumo de bien j asociado a una disminucién en una unidad monetaria de
la renta por la tasa de cambio de la renta real que hemos calculado.

Por otra parte, el bien k£ ya no resulta tan atractivo porque su precio relativo
ha aumentado. Es de esperar pues, que el consumidor reduzca su demanda (efecto
sustitucion). Dependiendo de la relacion entre los bienes j y k esto puede ocasio-
nar un aumento o una disminucién del consumo de j. En cualquier caso, aparece
un efecto cruzado sobre el consumo del bien j. Para calcular la magnitud de este
efecto utilizamos la demanda compensada (hicksiana): ante la variacion del pre-
cio del bien k, compensamos al consumidor de manera que pueda mantenerse
sobre la misma curva de indiferencia, y observamos cdmo el cambio en pj, afecta
a la demanda compensada de j. Esta compensacién (de Hicks) consiste en darle
al consumidor suficiente renta como para que después de optimizar su consumo
consiga un nivel de utilidad igual al que obtenia antes de la variacion de precios,
formalmente Oh;; /Opy,.

Por lo tanto deberiamos esperar que la variacién en la demanda marshalliana
del bien j cuando varia el precio p, sea la suma del efecto renta y del efecto
sustitucion. Este argumento es el contenido de la ecuacion de Slutsky.
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Proposicion 2.9 (Ecuacién de Slutsky). Sea x7;(p*, w;) la demanda de bien j por
parte del consumidor i a los precios p* y la renta w;. Entonces,
Oy  Ohy(p*,u*)  Oxy;

La proposicion nos dice que dada la equivalencia entre la demanda marsha-
lliana y hicksiana, a pesar de que esta ultima no es directamente observable su
derivada puede calcularse a partir de la derivada de la demanda marshalliana con
respecto al precio y a la renta. Es importante tener presente que ésta es una rela-
cién que solo se satisface en equilibrio.

Demostracion. Sea x; el plan de consumo del individuo ¢ que maximiza la utili-
dad para (p*, w}). Podemos escribir la identidad 4 como

hij(p™, u;) = @45 (p", ei(p™, ui)) V3.

Diferenciando con respecto a p;,, evaluando el resultado en p* y utilizando la iden-
tidad 1 obtenemos

Ohy (v, up) _ Oy | 0xi; Oei(p™, uj) 221)
op; opr ~ Ow;  Op; '
La expresion de la izquierda nos indica la variacién de la demanda hicksiana con
respecto a pg. En la derecha, el primer sumando representa la variacion de la de-
manda marshalliana ante la variacion de p;; el segundo sumando representa la
variacion de la demanda marshalliana asociada a una variacién de la renta ponde-
rada por la variacion a que tiene que someterse la renta para mantener constante
la utilidad u;.
aei (p*7 u;,k)
I

hig(p*,u;) = x5 (p*, e;(p*, u;)). De manera que podemos reescribir (2.21) como

A partir del lema de Shephard y de la identidad 4, podemos escribir

Ohy;(p*,uy)  Oxj;  Oxy; -
= X , € y ui .

que es precisamente la ecuacion de Slutsky. 0

La figura 2.17 ilustra el argumento.

Hemos visto que las demandas hicksiana y marshalliana del bien £ en funcién
del precio p;, manteniendo todos los demads precios constantes en py, h # k coin-
ciden precisamente cuando p;, = p;. La ecuacién de Slutsky describe la relacion
entre las pendientes de ambas demandas evaluadadas al precio pj;. En particular
nos dice que dados (p*, w;), cuando ambos bienes son normales la pendiente de
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>
Li1

Figura 2.17: Los efectos sustitucion y renta.

la demanda marshalliana en p; es menos negativa que la pendiente de la demanda
hicksiana en p;. De forma equivalente, la demanda marshaliana es mds eldstica
que la hicksiana en pj.

Cuando p;, aumenta por encima de p; debemos aumentar la transferencia de
riqueza al consumidor para mantenerlo en el mismo nivel de utilidad. Por lo tanto
si el bien k£ es normal, su demanda cae més cuando no le compensamos (demanda
marshalliana) que cuando le compensamos (demanda hicksiana). El argumento
funciona en sentido opuesto cuando el bien k es inferior. La figura 2.18 ilustra
este argumento para el caso de bienes normales.

Las relaciones que hemos estudiado entre las funciones de utilidad, utilidad
indirecta, demanda marshalliana, demanda hicksiana y gasto estdn resumidas en
la figura 2.19.

El lector interesado en el estudio general (y técnicamente exigente) de la dua-
lidad en microeconomia debe consultar Diewert (1982). Una exposicion gréfica
alternativa e iluminadora sobre los efectos substitucion y renta se encuentra en
Panik (2002).

2.7.1. Propiedades de las funciones de demanda

Las propiedades que los resultados obtenidos inducen sobre las funciones de
demanda individuales son (ver Villar, 1996):

Igualdad entre gasto y renta

phi(p7 Uz) = pxi(p7 wi) = Wi,
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PrA
hik (P, vi(p, W; )
i
i (P> W)
: Tk, I:k

Figura 2.18: Demanda marshalliana y demanda hicksiana.

max, u;(z;) s.a min, px; S.a
pr; S w; pui(r;) > 1,
(resolver) (resolver)
Demanda marshalliana Demanda hicksiana
i (D, wi) (D, g,
(substituir) | | Lema de (substituir) Identidad
Shephard de Roy

Funcidn indirecta
Funcion de gasto
de utilidad 1nvert1r
i(paw;) = u(x*) i(pswi) =

Figura 2.19: Utilidad, demanda y gasto.
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es decir, el valor de la demanda (hicksiana y marshalliana) de equilibrio es
igual a larenta disponible. Esta propiedad se deriva de las cuatro identidades
y del supuesto de no saciabilidad.

Homogeneidad
VA >0, hi(Ap,u;) = hi(p, u;) = zi(p,w;) = x;(Ap, Aw;),

es decir la funcion de demanda hicksiana es homogénea de grado cero en
precios y la funcién de demanda marshalliana es homogénea de grado cero
en precios y renta. La homogeneidad de la demanda marshalliana ya la he-
mos examinado anteriormente. La homogeneidad de la demanda hicksiana
se deriva de la homogeneidad de grado uno de la funcién de gasto y del
lema de Shephard.

Simetria
dpr,  Op;
Las derivadas parciales cruzadas de la demanda hicksiana con respecto a
los precios son simétricas. Para obtener esta propiedad utilizamos el lema
de Shephard que dice h;; = de;/0p; y hix = Oe;/Opy. Entonces aplicamos
el teorema de Schwartz que dice que cuando quiera que existen las segundas
derivadas parciales cruzadas, éstas son simétricas para obtener

6hij 82@ 8261‘ - ahzk’

Opr ~ OprOp; B dp;jOpr, ~ Op;

Vi k,

Negatividad La matriz Jacobiana,
0 hz j
Opr

es semidefinida negativa. Esta propiedad se deriva de la concavidad de la
funcion de gasto. A partir del lema de Shephard, la matriz S es la matriz
Hessiana de la funcion de gasto, que es semidefinida negativa (dada la con-

cavidad de la funcion de gasto). También dada esta concavidad de la funcion
Pei Ol o

de gasto, —62 = —* <0, de manera que la funcién hicksiana de demanda
Ip;, Ipx

del bien k es decreciente en su propio precio.

Sz[ },j,k:l,z,...,l

Singularidad
pS = 5p =0,

es decir, el producto del vector de precios por la matriz S es nulo. Esta
propiedad se deriva aplicando el teorema de Euler puesto que la funcion de
demanda hicksiana es homogénea de grado cero en precios.
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2.8. La preferencia revelada

Con frecuencia se critica la teoria de la demanda en base a que el conjunto
de axiomas sobre las preferencias es demasiado restrictivo, en el sentido que es
poco razonable imaginar que los individuos toman sus decisiones de consumo a
partir de una relacién de preferencias. En otras palabras, nos podemos preguntar
si la demanda observada de un consumidor es consistente con algun sistema de
preferencias. Estas funciones de demanda como acabamos de estudiar las hemos
obtenido a partir de las preferencias del consumidor imponiendo las restricciones
de Slutsky que exigen que la matriz de los efectos de sustitucion sea simétrica y
semidefinida negativa.

Una manera de responder a estas criticas es desarrollar una teoria alternativa a
partir de un conjunto de supuestos menos restrictivo. Una de estas alternativas es la
teoria de la preferencia revelada, propuesta originalmente por Samuelson (1938,
1948) y Little (1949).3 Su objetivo bdsico es construir un sistema de preferencias a
partir de la conducta del consumidor. A partir de una serie de observaciones sobre
una lista de precios y las decisiones de consumo de un individuo a lo largo de
un cierto periodo de tiempo, podemos averiguar si estas decisiones de consumo,
dados los precios, son consistentes con una conducta maximizadora de la utilidad?

Un vector de precios p y una renta w; definen una restriccion presupuestaria
pr; < w;,x; € X;. Supongamos que dado un conjunto presupuestario, el indivi-
duo selecciona un plan de consumo factible x; que, dado que depende de p y de
w;, podemos escribir como z;(p, w;). Puede ocurrir que nuestro consumidor sea
incapaz de decidirse por una tnica cesta de consumo, en cuyo caso x;(p, w;) seria
un conjunto y x; € x;(p, w;) representaria un elemento de ese conjunto. También
es importante darse cuenta de que dado que la decision de consumo es contingen-
te al conjunto presupuestario, z;(p, w;) debe ser necesariamente homogénea de
grado cero en (p, w;).

Definicion 2.5 (Revelacion directa de preferencia). Supongamos que el consu-
midor se enfrenta a un vector de precios p y dispone de una renta w;. Supon-
gamos también que observamos que el consumidor compra la cesta de consumo
x; y podemos identificar un plan de consumo alternativo factible x; que satisface
px; > px;. Entonces decimos que el consumidor i revela directamente que prefiere
la cesta x; a la cesta T;, y escribimos x; RPT;.

La definicion dice que nuestro consumidor, pudiendo elegir tanto x; como z;
ha escogido z;. Por lo tanto, debemos deducir que el consumo de x; proporciona
al consumidor al menos el mismo nivel de satisfaccion (utilidad) que z;. En otras

3Varian (2006) presenta una vision panordmica de la teoria de la preferencia revelada. Wong
(1978) presenta una vision critica.
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palabras, la definicién de la revelacion directa de preferencias implica que si el
consumidor 7 ha escogido la cesta x; pudiendo haber elegido z;, debe verificarse

Nota 2.1. La relacion R es una especie de relacion de preferencia parcial sobre
X, pero con pocas propiedades iitiles. En particular, podemos afirmar x; R x; si
el consumidor elige x;, pero RP no siempre es reflexiva porque no podemos escri-
bir 7; RP%; si el consumidor nunca elige la cesta T;. Por lo tanto, la relacion RP
no es completa porque no estd definida para cualquier par de cestas en el con-
junto de consumo X; para el consumidor. Ademds, RP tampoco tiene porque ser
transitiva. Asi pues necesitamos un poco mds de estructura para poder avanzar.

Definicion 2.6 (Preferencia revelada). Decimos que el consumidor revela que pre-
fiere un plan de consumo x; a otro ¥; si v;RPx;, o si existe un niimero finito de
cestas de consumo ., ..., T, en X; tales que v; R’z RPx, R ... RPz,,R ;.
En tal caso escribimos, ©; R7;.

Vemos pues que la preferencia revelada se construye a partir de una cadena de
revelaciones directas de preferencia. La relacion R es reflexiva porque x; Rx;. Si
el consumidor elige la cesta x; ante x; elige la cesta x; ante x5 y asi sucesivamente
hasta llegar a que el consumidor prefiere x,, ante x;. También es facil ver que,

Lema 2.3. la relacion R es transitiva.

Demostracion. Supongamos que x; Rz; y 7; RT;. Por la definicion de preferencia
revelada podemos escribir,

v;RPx Rz, RP ... RPz,,RP%;,
7, RPx\ RP2,RP ... RPx,RP%;,
de manera que
r;RPx RP ... RP2,,RP%;RPx\RP ... RPz,R"7;,
es decir x; R7;. Por lo tanto R es transitiva L]

La figura 2.20 ilustra el argumento que acabamos de exponer. La cesta z;
se revela directamente preferida a z;, dado que siendo ambas factibles con los
precios p el consumidor escoge x;. Es decir, ; R°Z;. También, a los precios p’
el consumidor revela directamente que prefiere la cesta z; a la cesta 7;. Es decir,
7; RP7;. Juntando ambos argumentos obtenemos z; RP7; RP7;, es decir, x; RT;.

Las relaciones R” y R se han construido a partir de elecciones observadas
de planes de consumo del consumidor. Sin embargo para poder decir algo sobre
su comportamiento necesitamos introducir supuestos (axiomas) sobre la regula-
ridad y consistencia de sus decisiones. Presentamos a continuacion tres axiomas
alternativos.
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Figura 2.20: Preferencia revelada.

Axioma 2.11 (Axioma débil de la preferencia revelada, ADPR). Si z; RPZ; y x; #
¥;, entonces no es cierto que T; RP x;.

Axioma 2.12 (Axioma fuerte de la preferencia revelada, AFPR). Si z;Rx; y x; #
x;, entonces no es cierto que T; Rx;.

Estos dos axiomas nos dicen que el consumidor se comporta de manera que
las relaciones R” y R son antisimétricas, es decir, dos planes de consumo dife-
rentes no pueden revelarse como preferidos entre si simultdneamente. Notemos
que si un individuo tomara sus decisiones de consumo de acuerdo con un orden
de preferencias que generara un Unico plan de consumo para cada conjunto presu-
puestario, las elecciones observadas satisfarian ambos axiomas. En otras palabras,
estos axiomas son consistentes con comportamientos maximizadores de preferen-
cias cuando la solucién del proceso de seleccion es tnica.

(Qué ocurre cuando el comportamiento maximizador de preferencias conduce
a soluciones multiples (las curvas de indiferencia presentan tramos rectos)? En
este caso necesitamos un axioma diferente:

Axioma 2.13 (Axioma general de la preferencia revelada, AGPR). Si x; Rx; en-
tonces pr; < px;

Acabaremos esta seccion ilustrando estos conceptos con un ejemplo numérico
(véase Kreps, 1990). Supongamos que nuestro consumidor vive en un mundo de
tres bienes

i) cuando los precios son p! = (10,10, 10) y la renta es w} = 300, el plan de
consumo escogido es z; = (10, 10, 10);
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ii) cuando los precios son p? = (10,1,2) y la renta es w? = 130, el plan de
consumo escogido es 77 = (9,25,7,5);

iii) cuando los precios son p* = (1,1,10) y la renta es w} = 110, el plan de
consumo escogido es =3 = (15,5,9);

Con estos datos podemos calcular el coste de cada cesta de consumo para cada
uno de los vectores de precios como muestra la tabla 2.1

p' P’ p°
21 [ 300 = w! 130 120
22| 415 130 = w? 109
3| 290 173 110 = w?

Cuadro 2.1: Ejemplo de revelacion de preferencias (1).

Para cada vector de precios el lote elegido agota la renta del consumidor, re-
flejando la no saciabilidad local.

A los precios p! el consumidor podria haber comprado la cesta 7 y le habria
sobrado dinero. Sin embargo este consumidor prefiere estrictamente la cesta =} a
la cesta 3, es decir z; = 3.

A los precios p? las cestas ] y z? son factibles para el consumidor y ambas
agotan su renta. Dado que el consumidor elige z7 ésta se revela al menos tan buena
como x}, es decir 2? = z!.

A los precios p® la cesta z7 es mds barata que la cesta x3. La seleccion de x3
nos dice que para el consumidor, dados los precios p® y la renta w?, la cesta z3 es
preferida a la cesta 22, es decir 27 = z2.

Combinando toda esta informacién, obtenemos =} = z? = x? = ! mostran-
do que estos datos son inconsistentes con la conducta del consumidor basada en
la maximizacién de las preferencias.

Consideremos ahora una variante del ejemplo anterior en la que la tercera
observacion fuera que

iii’) para los precios p* = (1,2,10) y la renta w}" = 115, el plan de consumo

escogido es 3 = (15,5,9);

Los costes de los planes de consumo seran ahora los que muestra la tabla 2.2.

En este caso, a los precios p' el consumidor podria haber comprado la cesta x3
y le habria sobrado dinero. Sin embargo este consumidor prefiere estrictamente la
cesta r; ala cesta x?, es decir ] = z3.

A los precios p? las cestas z} y 22 son factibles para el consumidor y ambas
agotan su renta. Dado que el consumidor elige 7 ésta se revela al menos tan buena
como x}, es decir 2? = xl.
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p' P’ p*
x| 300 = w! 130 130
x? 415 130 = w? 134
x} 290 173 115 = w}

Cuadro 2.2: Ejemplo de revelacion de preferencias (2).

A los precios p* sélo la cesta 27 es factible. La seleccién de x° no nos dice
nada acerca de como compara este plan de consumo con los otros dos.

Combinando toda esta informacién, obtenemos z? >~ z} = z7 de manera que
estos datos pueden ser compatibles con un comportamiento maximizador de la
utilidad por parte del consumidor.

2.9. Variaciones de precios y de bienestar

Las variaciones del entorno econdmico (cambios de precios, de impuestos,
etc.) provocan variaciones en el nivel de bienestar de los consumidores. Es pues
razonable intentar elaborar estimaciones cuantitativas de estas variaciones de pre-
cios y de bienestar que posean interpretaciones econdmicas claras.

La medida cldsica y més utilizada de variacion de bienestar es el excedente del
consumidor. El problema con esta medida es que solo resulta precisa en el caso
particular de preferencias cuasilineales. En general, el excedente del consumidor
s6lo proporciona informacién aproximada del impacto sobre el bienestar de una
variacion de alguna magnitud bésica de la economia. Por lo tanto antes de cen-
trar la atencion en el excedente del consumidor examinaremos dos medidas mas
generales. Estas son la variacion compensatoria y la variacién equivalente.

2.9.1.

Para empezar por el principio, vamos a suponer que la magnitud bdsica que
sufre una variacion en la economia son los precios. Debemos pues, construir al-
gunas medidas de esa variacion de los precios que sea operativa para el posterior
estudio de su impacto sobre el bienestar. Estas medidas son los indices de precios
(véase Villar, 1996, pp.72-73).

Indices de precios

Definicién 2.7 (Indice de precios). Un indice de precios mide el impacto sobre el
nivel de bienestar que se deriva de un cambio de precios.

Consideremos dos vectores de precios p°,p! € R, donde p° representa la
situacién inicial y p' el nuevo sistema de precios. La pregunta que nos formulamos
es como medir el efecto de esta variacion de precios sobre el coste de la vida.
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Una primera respuesta consiste en considerar un plan de consumo (de refe-
rencia), 22 y evaluarlo a ambos sistemas de precios. Asi obtenemos un indice del
tipo siguiente: .

1P, pt,aft) = 250 (2.22)
pr;
Este indice mide el coste de la cesta 27 a los precios p' en relacién al coste de
esa misma cesta a los precios p°. La relevancia de este indice depende de la cudn
representativa sea la cesta le en la economia.

Dos indices construidos en esta linea de razonamiento son los desarrollados
por Laspeyres y por Paasche respectivamente. La diferencia entre ambos es la
definicion de la cesta de referencia. Laspeyres utiliza la cesta del periodo inicial
:1:?; Paasche considera la cesta final tras la variacion de los precios, xll

1.0
T

1P (p° pt,al) = 250
(PP, w5) pOCL’?
1.1

0 1 .1 Pz
[PP(p , D >xi) = pox:y

El inconveniente de esta familia de indices es que al considerar una cesta fija de
bienes no captura los efectos sustitucion asociados a la variacién de precios. Una
familia alternativa de indices que supere esta limitacion deberia estimar el impacto
de la variacion de precios sobre el nivel de utilidad. La manera natural de construir
tal indice consiste en utilizar la funcién de gasto, que mide precisamente el coste
de alcanzar un cierto nivel de utilidad a precios dados. Por lo tanto, a partir de
un nivel de utilidad de referencia u? podemos construir el denominado verdadero
indice de precios como

ei(p', ui’)

Naturalmente, la representatividad de este indice depende de la representatividad
de u£. Con la misma légica que ampara los indices de precios de Laspeyres y de
Paasche, podemos obtener los correspondientes verdaderos indices de Laspeyres
y Paasche.

A Q)

VIP 0 1 O — el(p ) Uy
L(p » P 7uz> ez‘(po,u?)’

(1 o1
VIP 0 1 1 :ez<p7uz').
P(p P 7uz> ei<p07uz1)

Puede probarse facilmente (se deja como ejercicio para el lector) que el ver-
dadero indice de Laspeyres acota inferiormente al indice de Laspeyres, y que el
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verdadero indice de Paasche acota superiormente al indice de Paasche, es decir,

VIP, <IP;,
VIPp > IPp.

Por altimo, notemos que cuando las preferencias son homotéticas, los verda-
deros indice de Laspeyres y de Paasche coinciden (de nuevo, la demostracion de
esta afirmacidén se deja como ejercicio para el lector).

2.9.2. Cambios en el bienestar

Examinemos ahora el efecto de un cambio de precios (debido, por ejemplo,
a un cambio en la politica impositiva) sobre el bienestar de un consumidor. Con-
sideremos, como antes, dos vectores de precios p°, p! € R, , donde p° represen-
ta la situacién inicial y p' la nueva situacién de precios. Supongamos, ademads,
que la renta se mantiene constante entre ambas situaciones. Este es un supuesto
simplificador. Para ver el efecto del cambio de precios sobre el consumidor, s6lo
tenemos que comparar los niveles de utilidad en ambas situaciones evaluadas a la
cesta de consumo correspondiente, u;(x?) y u;(z}). De forma equivalente, pode-
mos comparar los niveles de utilidad indirecta v;(p°, w;) y v;(p', w;). Este tipo de
comparaciones son ordinales, es decir, s6lo nos dicen si el consumidor estd mejor
o peor tras el cambio de precios, pero no cuanto mejor o cuanto peor.

Para superar esta limitacion del andlisis podemos utilizar la funcion de gas-
to como representacion de la funcién indirecta de utilidad. Consideremos pues
un vector de precios de referencia p® junto con los precios p° y p'. Calculemos
a continuacion e;[p®, v;(p’, w;)], 7 = 0, 1. Estas funciones nos dicen cudl es la
cantidad de dinero que, a los precios p%, hace falta para conseguir el nivel de uti-
lidad ui = v;(p’, w;). Dado que la funcidn de gasto es estrictamente creciente en
u;, podemos pensar en la funcién de gasto como una transformacién mondétona
creciente de v;. Por lo tanto es una representacion alternativa de la utilidad del
individuo. Este argumento nos permite expresar la utilidad indirecta en euros, y
obtener asi una medida cuantitativa de la variacion del bienestar. En otras palabras,
la diferencia

R 1 R 0

eilp, vi(p, wi)] — es[p™, vi(p”, wi)]
nos dice como varia el nivel de bienestar del individuo ¢ cuando los precios cam-
bian de p° a p! medido en euros relativos al vector de precios p’t. Naturalmente, la
eleccion de p’ es crucial para que la medida tenga una interpretacién coherente.
Los candidatos obvios son los precios de la situacioén inicial o de la situacion final.

Como en el caso de los indices de precios, ello da lugar a dos medidas distintas de
la variacion del nivel de bienestar. Antes de presentar estas medidas recordemos
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que estamos suponiendo que la riqueza en el periodo inicial y final se mantiene
constante, es decir e;[p°, v;(p°, w;)] = e;[p*, vi(p*, w;)] = w.

Definicion 2.8 (Variacién equivalente). Sea p* = p°. La variacién equivalente
es el cambio en la renta del consumidor que permite mantener al individuo en el
nivel de utilidad final, tras el cambio de precios de p° a p':

VEi(pO,pl, w) = ei[poavi(pla wz)] - Gz‘[pO’ Ui(poywi)] = ez‘[poy Ui(plawi)} —w.

Notemos que podemos escribir ¢;[p°, v;(p', w;)] = VE; + w. La variacién
equivalente nos dice que el cambio en los precios de p° a p' tiene el mismo im-
pacto sobre el bienestar que si la renta cambiara de w; a (w; + V' E;). Por lo tanto
V E; sera negativa cuando la variacion de precios empeore la situacion del consu-
midor y positiva en otro caso.

Definicién 2.9 (Variacién compensatoria). Sea p® = p'. La variacién compen-
satoria es el cambio en la renta del consumidor que le permite mantenerse en el
nivel de utilidad inicial, tras el cambio de precios de p° a p':

VCz’(PO,plaw) = ei[pl, Ui(Zf’wi)} - 61[1917 Uz'(p()’ w;)|] = w — 6@'[2917 Uv:(poa w;)].

Notemos que podemos escribir ¢;[p', v;(p°, w;)] = w — VC;. La variacién
compensatoria es aquella cantidad que, sustraida de la renta del individuo le man-
tiene en el nivel de utilidad inicial. Por lo tanto esta cantidad serd negativa (debe-
remos aumentar su renta) cuando la variacion de precios empeore la situacion del
consumidor y positiva en otro caso.

Podemos concluir pues, que cuando comparamos dos situaciones, ambas me-
didas van en la misma direccion, aunque no en la misma magnitud puesto que los
sistemas de precios a los que valoramos las situaciones son diferentes. Esta afir-
macion no es cierta cuando comparamos mas de dos situaciones, en cuyo caso la
V' E; ofrece ventajas con respecto a la V' C; (véase Villar, 1996, p.75).

La figura 2.21 ilustra el argumento para el caso de una economia con dos bie-
nes cuando el precio del bien 1 disminuye de p° a p'. La parte (a) de la figura
representa la variacion equivalente de la renta, i.e. cudnto dinero adicional necesi-
tamos al precio p° para dejar al consumidor con el mismo nivel de bienestar que
con el precio p'. La parte (b) de la figura representa la variacién compensatoria de
la renta, es decir cudnto dinero habra que sustraerle al consumidor para mantenerle
en el mismo nivel de bienestar que con los precios p'.

Una forma alternativa de visualizar las variaciones equivalente y compensato-
ria consiste en recordar el lema de Shephard (que relaciona la demanda hicksiana
del bien £ con la derivada de la funcién de gasto con respecto al precio del bien k)
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(a) (b)

Figura 2.21: Variacién equivalente y variacién compensatoria

y el supuesto que la renta se mantiene constante (w) tras el cambio de precios.
Entonces podemos expresar

0

P
VEz’(]?O;pl; U)) - ei[poa Ui(p17wi>] - ei[plvvi(p17 wz)] - / hl(p7 ul)dpa
p

donde u' = v;(p', w;) y, de forma paralela

pO
VEG w) = elp i w)] - el o) = [ e,
p
donde u° = v;(p°, w;).

Por lo tanto, la variacidon equivalente es el area por debajo de la curva de de-
manda hicksiana asociada al nivel de utilidad final entre los precios p° y p!. La
variacion compensatoria es el drea por debajo de la curva de demanda hicksiana
asociada al nivel de utilidad inicial entre los precios p° y p.

2.9.3. El excedente del consumidor

El concepto de excedente del consumidor proporciona una aproximacion al
impacto sobre el bienestar del consumidor debido a una variacién de los precios.
Como veremos a continuacion, a diferencia de la variacion equivalente y com-
pensatoria, es mas facil de calcular porque opera sobre la funciéon de demanda
marshalliana. Sin embargo, s6lo permite obtener una aproximacion (excepto en
una caso particular que también comentaremos mds adelante).

Para ilustrar la idea del excedente del consumidor, imaginemos un mercado de
un bien donde un monopolista conoce la curva de demanda de un consumidor ¢.
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Figura 2.22: Variacion del excedente del consumidor

Este monopolista si fija un dnico precio p° vende 2° unidades, obteniendo unos
ingresos p’z°. Tomemos pues, esta cantidad como referencia y supongamos que
el monopolista pretende vender precisamente x° unidades a nuestro consumidor.
En un esfuerzo por maximizar sus beneficios, y dado que conoce la funcién de
demanda, el monopolista decide vender cada unidad por separado hasta alcanzar
la cantidad 2°. De acuerdo con la funcién de demanda, puede vender la primera
unidad a un precio mucho mas alto que el precio p°, la segunda unidad a un precio
ligeramente inferior, y asi sucesivamente hasta alcanzar la z°-ésima unidad que
vende al precio p°. La diferencia entre los ingresos que obtiene el monopolista con
este mecanismo discriminador y los que obtiene con la politica de precio tnico es
lo que denominamos el excedente del consumidor. Este excedente captura la renta
que el consumidor se ahorra por el hecho de que la empresa no puede fijar un
precio por cada sucesiva unidad que el consumidor adquiere.

De forma parecida podemos construir el excedente del consumidor cuando el
precio del producto objeto de estudio varia. La figura 2.22 refleja este argumento.
Supongamos que en una situacién inicial el precio de un bien es p°. A este precio
el consumidor, dada su funcién de demanda, adquiere 2% unidades. Por alguna
razon, el precio aumenta hasta p' y el consumidor, cuya renta no ha variado,
ajusta su demanda reduciéndola hasta z'. El drea coloreada refleja la variacion
del excedente de nuestro consumidor y nos ofrece una idea del impacto de esta
variacion del precio sobre su bienestar.

Formalmente, el excedente del consumidor en el caso de la figura 2.22 viene
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dado por

1

p
pO
El excedente del consumidor es igual a la variacion equivalente y a la variacion
compensatoria en el caso particular de que sus preferencias sean cuasilineales.
Para cualesquiera otras especificaciones de la funcién de utilidad, el excedente
del consumidor es s6lo una aproximacion acotada por la variacién equivalente y
por la variacién compensatoria. Estudiaremos a continuacién ambas situaciones.

La utilidad cuasilineal

Supongamos que nuestro consumidor se mueve en un mundo de dos bienes,
cuyos precios son p! = 1y p?, y posee una renta w;. Supongamos también que
podemos representar su funcion de utilidad como

Ui(xi, Tio) = xin + ui(x52),

de manera que la funcién de utilidad es lineal en uno de los bienes pero no en el
otro. Supongamos que la funcién w;(z;2) es estrictamente céncava.
El problema del consumidor es,

max ;1 + wi(T0)
Tq1,T42

2
S.ax;1 +PTio = w;
i 2> 0.

Este problema puede tener dos tipos de solucién segun el consumo del bien
x41 sea positivo o nulo.

Supongamos, en primer lugar, que z;; > 0. El problema podemos reformularlo
como

H;ix w; — pPri + ery

La condicién de primer orden, u}(x;2) = p?, nos dice que la demanda del bien 2
s6lo depende de su precio y es independiente de la renta. Podemos pues, expresar
esta demanda como ;5 (p?). La demanda del bien 1 la obtenemos a partir de la
restriccion presupuestaria x;; = w; — p2xs(p?).

Supongamos ahora x;; = 0. Entonces la demanda del bien 2 es simplemente

w . . .
Tig = —; La pregunta es como decide el consumidor su plan de consumo. Dado

que la (sub)funcién de utilidad del bien 2 es estrictamente concava, el consumi-
dor empezara consumiendo bien 2 hasta el punto en que la utilidad marginal de
un euro gastado en el bien 2 sea igual a p* = 1. A partir de este momento los
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incrementos de renta se destinardn al consumo de bien 1. Supongamos que en
la situacién inicial el consumidor tiene una renta de cero y la aumentamos mar-

' 2

ginalmente. El incremento de utilidad es ul(w—;/p) Si este aumento de utilidad
es mayor que 1 (el precio del bien 1), nuestro consumidor obtiene mas utilidad
consumiendo bien 2 que dedicando el aumento de renta al bien 1. Este compor-
tamiento continuard asi hasta que el incremento marginal de renta haga que la
utilidad marginal de esa renta gastada en el bien 2 sea exactamente igual al pre-
cio del bien 1. En ese momento el consumidor estard indiferente entre continuar
aumentando el consumo de bien 2 o empezar a consumir bien 1. A partir de es-
te punto sucesivos aumentos de la renta se destinardn a aumentar el consumo de
bien 1.

La utilidad (bienestar) que obtiene el consumidor es simplemente la suma de

la utilidad que deriva del consumo de cada bien, es decir,
Ui(zia, Ti0) = w; — p2$z‘2(p2) + Uz’(xn(pQ))-

Para representar este nivel de bienestar sobre la curva de demanda del bien 2,
s6lo tenemos que integrar

Zi2
w; — pzﬁiz(ﬁ) + Ui(ivm(pz)) = w; — p2$z’2(p2) + / p(t)dt.
0

Prescindiendo de la constante w;, la expresion de la derecha de esta ecuacion es el
4rea situada debajo de la curva de demanda del bien 2 por encima del precio p?.

El caso general

Si la funcién de utilidad que representa las preferencias de nuestro consumidor
no es cuasilineal, la medida del excedente del consumidor s6lo es una aproxima-
cion a la variacion del bienestar ante una variacion de precios.

Recordemos que las variaciones equivalente y compensatoria del consumidor
cuando el precio de un bien varfa de p° a p' (manteniendo constantes los precios
de los demds bienes y la renta) podemos expresarlas como la integral de la curva
de demanda hicksiana correspondiente al nivel inicial de utilidad, y al nivel final
de utilidad respectivamente.

La medida correcta del bienestar es pues, un area delimitada por una curva de
demanda compensada. El problema, como ya sabemos, es que la demanda hick-
siana no es observable, y por lo tanto no podemos obtener estimaciones empicas
de estas medidas.

La ventaja del excedente del consumidor es que se mide sobre la demanda
marshalliana que si es observable. Por ello, a menudo se utiliza como aproxima-
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Figura 2.23: Aproximacion al excedente del consumidor

cién. Veamos a continuacion cudn precisa es esa aproximacion. Para ello recorde-
mos la ecuacién de Slutsky,

Oxi;  Ohij(p,u) Oz
8pk — apk awz Izk(p7 wl)‘

wij

Si el bien que nos ocupa no es inferior, i.e. > (), podemos deducir que

i

81‘1']‘ < 8hij(p, u)
Ok opx

es decir, la pendiente de la demanda compensada es mayor que la pendiente de
la demanda marshalliana. La figura 2.23 muestra la relaciéon entre la variacién
compensatoria, la variacion equivalente y el excedente del consumidor.

La situacion inicial estd descrita por el precio p°, de manera que la posicién del
consumidor es el punto a sobre la curva de demanda marshalliana. La situacién
final aparece tras una disminucién del precio hasta p', de manera que la posicién
final del individuo es el punto b sobre la curva de demanda marshalliana.

La variacion compensatoria se calcula a partir del nivel de utilidad inicial, ul,
y es el drea por debajo de la curva de demanda compensada (hicksiana) que pasa
por el punto a, es decir, el drea p°acp’.

La variacién equivalente se calcula a partir del nivel de utilidad final, 1", y es
el area por debajo de la curva de demanda compensada (hicksiana) que pasa por
el punto b, es decir, el 4rea p°dbp'.
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El excedente del consumidor es el drea por debajo de la curva de demanda
marshalliana entre los puntos a y b, es decir, el area p®abp’.
Comparando estas dreas vemos que VC' < FC < V FE. En particular si no
Lij
3wi
iguales puesto que la ecuacion de Slutsky se reduce a 0z;;/0p, = Ohi;/Opx -
Ello quiere decir que para efectos renta pequenos, el excedente del consumidor
representa una buena aproximacion a la variacion compensatoria y a la variacion
equivalente.

hay efectos renta, = 0, (el caso de la utilidad cuasilineal) las tres areas seran

2.10. El problema de la integrabilidad

Un problema importante en el andlisis aplicado es que las funciones de de-
manda que resultan de especificaciones de la funcién de utilidad analiticamente
tratables son demasiado complicadas. Por lo tanto resulta mds conveniente especi-
ficar una forma paramétrica tratable para la funcién de demanda marshalliana. Sin
embargo debemos asegurarnos que esa forma paramétrica representa a algin con-
sumidor localmente insaciable maximizador de preferencias. En pocas palabras,
el problema de la integrabilidad consiste en, a partir de una funcién de demanda,
derivar la funcién de utilidad que la ha generado. La ecuacién de Slutsky juega un
papel fundamental en este proceso.

Supongamos que tenemos una funcion de demanda continuamente diferencia-
ble de buen comportamiento y que agota la renta. Ya sabemos que tal funcion de
demanda satisface las propiedades de no negatividad, homogeneidad, y la matriz
de Slutsky es simétrica y semidefinida negativa.

El resultado principal del problema de la integrabilidad es que estas condi-
ciones junto con algunos supuestos técnicos, son necesarias y suficientes para el
proceso de integracion.

Para resolver el problema de la integrabilidad, necesitamos encontrar una fun-
cion para integrar. A partir del lema de Shephard y la identidad entre la demanda
marshalliana y compensada podemos escribir

862- (p, ﬂl)
Opr,
donde w; es un parametro. También necesitaremos introducir una condicién inicial
e(p®,u®) = p°z(p°, w®) = w°, para un punto arbitrario z(p°, w°) en la curva de
indiferencia .

La expresion (2.23) es un sistema de ecuaciones diferenciales con una con-
dicién de acotamiento. Este sistema tiene una solucién tnica y continua si las
Ohy ahij>
Ip; opr "

derivadas parciales de las x;; estdn acotadas y son simétricas (
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En nuestro caso, la matriz de derivadas parciales es

I 7
%pzj + g—uf%j(pa w;) |-
Pero esta matriz de derivadas parciales es precisamente la matriz de Slutsky. El
supuesto de simetria de la matriz de Slutsky junto con los demas nos aseguran
pues, que el sistema (2.23) tiene solucién. La solucién serd una funcién de gasto
e;. A partir de esta funcion de gasto podemos determinar la funcién indirecta de
utilidad utilizando la identidad 1

ei(p, vi) = w;.

Dado que e; es estrictamente creciente, podemos invertir esta ecuacion y encontrar
v;(p, w;) que, a su vez, nos permite derivar una funcién de utilidad a partir de la
relacion entre ambas.

Para ilustrar este procedimiento, consideremos el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.7 (Funcién Cobb-Douglas). Tomemos la funcion de demanda
aLW;

apy

T (p, w;) = L k=1,2,...,1
donde o = Y\ | .
El sistema (2.23) es ahora,

861‘(]7, Ul) _ ak6i<pa ul) Vi

Opr, apy

La k-ésima ecuacion de este sistema puede integrarse con respecto a py para
obtener

Ine;(p,u;) = % Inpy. + cx

donde cy, no depende de py, pero puede depender de los otros precios. Combinan-
do estas ecuaciones, obtenemos

!
Ine;(p,u;) = %lnpk—i-c
(p, i) kzl "
donde ahora c no depende de ningiin precio. La constante c es la constante de
integracion y representa el grado de libertad que tenemos para fijar la condicion
de acotamiento. Para cada u; consideremos p* = (1,1,...,1) y utilicemos la
condicion de acotamiento e;(p*, u;) = u;. Entonces,

l

Ine;(p,u;) = Z % Inpi + In u;.
k=1
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Podemos invertir esta ecuacion y obtener

l

Inv;(p,w;) = — Z % Inpy, + Inw;,
k=1

que es una transformacion mondtona de la funcion indirecta de utilidad para una
funcion de utilidad Cobb-Douglas.

2.11. La demanda agregada

Todos los argumentos expuestos hasta ahora se han referido a un consumidor
individual. Un problema que representa todo este andlisis desde un punto de vista
aplicado, es que resulta dificil obtener datos sobre el comportamiento individual
y resulta mas facil encontrar datos que responden al comportamiento colectivo de
una sociedad. Este comportamiento colectivo puede considerarse como la suma
(agregacion) de los comportamientos individuales. A su vez, el problema de tra-
bajar con la demanda agregada es que su comportamiento (el desplazamiento de
la curva agregada de demanda) puede depender de como se distribuyan las rentas
individuales, incluso cuando la renta total de la sociedad se mantenga constante.
En este sentido no podemos afirmar que la demanda agregada sea una funcién de
los precios y de la renta social. Tampoco se cumplen necesariamente resultados
andlogos a la ecuacion de Slutsky o al axioma general de la preferencia revelada.

Entonces, ;qué podemos decir de la demanda agregada en base al supuesto de
la maximizacién individual de la utilidad? La respuesta general es que no mucho.
La demanda agregada serd homogénea de grado cero en precios y en la renta de
cada individuo. También si todos los consumidores son localmente insaciables,
la ley de Walras se verificard para toda la economia en su conjunto. Por dltimo
la continuidad de las funciones de demanda individuales es suficiente (pero no
necesaria) para la continuidad de la funcién de demanda agregada. Aparte de esto
necesitamos introducir hipotesis muy fuertes sobre la distribucion de preferencias
y de la renta para poder realizar un anélisis del comportamiento colectivo a partir
de la agregacion del comportamiento individual.

Un caso particular donde la conducta agregada puede ser generada por un
“consumidor representativo.® aquel en el que la funcion indirecta de utilidad de
todos los consumidores adopta la forma de Gorman:

vi(p, w;) = a;(p) + b(p)w;,

donde el término a;(p) es especifico al consumidor 7, pero el término b(p) es
comun a todos los consumidores. A partir de la identidad de Roy, la funcién de
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demanda del bien k por parte del consumidor : es,

i (p,w;) = au(p) + Br(p)w,
donde
da; (P)

. . . . awz ’
es independiente de la renta de cualquier consumidor y constante para todos los
consumidores puesto que b(p) es constante para todos ellos.

En este caso la demanda agregada del bien £ tiene la forma,

Bajo esta forma particular, la propension marginal al consumo del bien £,

n

Tr(p,wy, ..., wy, [Zazk )+ Br(p sz]

=1

Esta funcion de demanda puede generarse a partir de la siguiente funcién in-
directa de utilidad de un consumidor representativo:

v(p, Z w;) = Z ai(p) + b(p) Z w.

La forma de Gorman de la funcidn indirecta de utilidad para el consumidor
individual es la condicidn necesaria y suficiente que permite la agregacion en el
sentido del modelo de consumidor representativo.

Un caso particular de la forma de Gorman es la funcién indirecta de utilidad
correspondiente a las preferencias cuasilineales v;(p) + w;, puesto que representa
simplemente que b(p) = 1. Por lo tanto la funcién indirecta de utilidad agregada
que genera la demanda agregada es

+sz—z i(p)+Zwi.

=1

Apéndice: transformaciones de la funcion de utilidad

Sea u(qi, g2) una funcién de utilidad, y sea v una transformacién mondtona
creciente de u, de manera que v(q1, q2) = flu(q1, ¢2)]-
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Queremos verificar que,
méx v(q1, g2) s.t. m = p1g1 + page & méx u(q1, g2) s:t. m = prq1 + p2ge,
1,42 1,42

done m denota la renta del consumidor y (p;, p2) un vector de precios.
Consideremos pues problema max,, 4, v(qi,¢2) S.t. m = piq1 + p2qe. La
funcion lagrangiana es,

L(q,q2) = flulaqr, g2)] + A(m — prar — paga).
Las condiciones de primer orden son,

0L 9v du(q, ¢2)

= —\py = 2.24
OL  0vdu(q,q)

ik L D TN v — 2.25
oL

ay = M P~ pagz = 0. (2.26)

A partir de (2.24) y (2.25) y dado que v es una transformacién mondtona creciente
de u, obtenemos,

Ou(q1,q2)
o . ]2
8'“f(ql 7Q2) D2 ’
9q2

de manera que las condiciones de primer orden son invariantes a la transformacion
monotona de wu.

Las condiciones de segundo orden son,

('92_L 821)<6u>2 ov 0*u

0¢7 ~ ou\oq)  Oudg}’
0L _Tu(duy o
Oq3  Ou2 \dq, ou g3’
0*L

e

0*L 0%v Ou Ou  Ov O%*u

+
0q:0q;  0u?0q2 0q1  Ou 0q10qs
PL_ 0w du  ov o
8q28q1 - Ou? 3Q1 a612 Ju 861236117

aqla)\ = — D1,

Bgor ¥
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La caracterizacion de un maximo exige que el hessiano sea semidefinido negativo.
Queremos verificar que el determinante asociado al hessiano es el mismo que
resulta de la maximizacion de la funcién de utilidad original.

%L %L 9%L
8;]% 8q128q2 81%8)\
_ 0°L 0°L 0°L
0= 0920q1 dq3 9q20X (2.27)
%L %L 0

9q10A dq20\
El 4dlgebra de matrices nos dice que

= el valor del determinante no varia si el multiplo de una fila (o columna) se
suma a otra fila (o columna);

= multiplicar una fila (0 columna) por una constante es equivalente a multi-
plicar el valor del determinante por esa constante.

A partir de (2.24) y (2.25) podemos escribir,

_1ovof
pl—xaa—ql,

_10vdf
pz—xaa—%~

Substituyendo estos valores de p; y ps en (2.27) obtenemos,

2
0% ( Ou wdu 0% Ou Ou y v O%u  _10v Of
ou? \ dq1 ou 87(11 Ou? g2 Oq1 Ou 8q10q2 A Ou Oq1
2
H=|0%o0uou  ov_0%u 9% (0u wotu 19w df
Ou? dq1 Oqo Ou 0q20q1 Ou? \ gz ou 8q§ A Ou Oqo
_ 10w df _10v ou 0
A Ou dq1 A Ou Oq2
Multiplicando la dltima fila y columna por A4 obtenemos,
aF
ou
—gu 2
........... o ]
_ _ Ou —
H=| .......... 5| | A 50
_Ou _ Ou 0 Ou
Oq1 Oq2
. qe . .y ,1.0 2 .
Multiplicamos a continuacién la dltima fila por 2-% 2% y ]a sumamos a la primera
ou? dq1
., .. P 2
fila y también multiplicamos la tltima fila por 2-% 2% y Ja sumamos a la segunda
ou? dqo

fila para obtener

v %u v _0%u _ Ou 9
ou @ Ou 0q10q2 Oq1 1
_|ow tu wers  _eu| [ L
0= Ou 0q10q2 du dq3 0q2 A v (2.28)
_Ou _ Ou 0 ou

o 9q2
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Reescribimos ahora (2.24) y (2.25) como,

Qu _Am (2.29)
o Sv° '
ou  Apo

- _ 2.30)
0qs g—z (

Substituyendo (2.29) y (2.30) en la ultima fila y columna de (2.28) obtenemos,

Ap1
........... a’U 2
ou
X 1
H e A I Y - 8]2]2 <>\8_)
ou v
A A 0
() u
ou ou
. . .o . . v
A continuacion multiplicamos la primera fila y la primera columna por 4+ de

manera que,

Multiplicamos ahora la dltima columna por g—? y obtenemos,

oty v 0w v
ou 8q§ ou Hq10q2 P ou

o ofu ewdu o ow
H =\ 5mta o 02 P23y
—P1 —P2 0

Finalmente, dividimos las dos primeras filas por g—z de manera que

%u Pu_
v —1 dq3 0q10q2 p1
o— (_> Pu_ Ot _
ou 90:9q:  0g3 p2
-pr —p2 O

Dado que v es una transformacién mondtona creciente, es decir % > 0 la con-
dicién de segundo orden del problema asociado a v(qy,¢s) es equivalente a la

condicién de segundo orden del problema asociado a u(qi, ¢2).
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Para ilustrar este razonamiento consideremos el siguiente ejemplo. Sean,

U1(Q17Q2) =q142,
uz(q1,q2) =Ilng +In gy,

1 1

U3(CI1> C]2) zqfq?

Notemos que

us = Inuy
12

de manera que us y u3 son transformaciones mondétonas crecientes de ;.
Calculemos a continuacion las tasas marginales de substitucion de estas tres
funciones de utilidad.

Ouy

o Q2
TMS, = Buy = q—,
0q2 1

Ouo
50 1
TMS, = 2 _ Yo _ @

8 )
3—Z§ 1/ @

1 1
dus -3 3

1 2,2
0 24 "4 42
TMSy = 5= = 255 = =,
P TR

Por lo tanto, las tres funciones de utilidad representan las mismas preferencias.

Ejercicios
1. Considere las siguientes preferencias en Ri:
(@ (2, y) Z (x,y)sid/ >x—1/2
b) (@,y) Z (y)sia’ 2z —-1/2yy —1/22y
Para cada una de ellas dibuje

i) el conjunto de cestas preferidas o indiferentes a la cesta (1, 2);
ii) el conjunto de cestas dominadas por o indiferentes a (1, 2);
iii) el conjunto de cestas indiferentes a (1, 2).

. Son las preferencias: completas, reflexivas, transitivas, continuas, monoto-
nas, convexas?
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2. Considere las siguientes preferencias en R? :
(', y") = (z,y) si min{22" + 9/, 2"+ 2y'} > min{2x +y,x + 2y}

(a) Dibuje el conjunto de cestas preferidas o indiferentes a la cesta (1, 2).
(b) Dibuje el conjunto de cestas dominadas por (1, 2).

(c) ¢(Son continuas las preferencias?

(d) ¢(Son representables por medio de una funcién de utilidad? En caso

afirmativo: ;jcudl? ;es uUnica dicha representacion?

3. Considere las preferencias de un individuo sobre su nivel de riqueza sabien-
do que éste prefiere cantidades mayores a cantidades menores de dinero,
aunque es indiferente entre dos cantidades que difieren en una peseta o me-
nos.

(a) Formalice estas preferencias.
(b) ¢Son representables por medio de una funcién de utilidad?

4. Dé ejemplos graficos de preferencias sobre dos bienes y de restricciones
presupuestarias tales que:

(a) hay mas de una cesta de consumo que maximiza las preferencias y en
todas ellas se gasta toda la renta;

(b) hay mds de una cesta de consumo que maximiza las preferencias y en
alguno de ellas no se gasta toda la renta;

(c) hay una unica cesta que maximiza las preferencias y en ella no se gasta
toda la renta;

(d) hay una unica cesta que maximiza las preferencias y en ella el total de
la renta se destina a adquirir uno de los bienes.

En cada uno de los casos anteriores no se satisface al menos uno de los su-
puestos que garantizan que la maximizacion de las preferencias tiene una
solucion unica en la que se gasta toda la renta 1 en la se consume una canti-
dad positiva de todos los bienes. ;Cudles son estos supuestos?

5. Considere un consumidor cuya relacién de preferencias débil/fuerte es, res-
pectivamente,

(mll’lé) r>\: (l’l,l‘g) si 1,11 Z Ty 13/2 Z )

(2, 25) > (x1, @) siz] >+ 1yah >a+1
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o) €9
j: b b
[ [
—> —> —>
1 T1 &1 €1

Figura 2.24: Preferencias del problema 8

(Satisfacen dichas preferencias los supuestos de: (a) monotonicidad débil,
(b) monotonicidad estricta, (¢) convexidad, (d) convexidad estricta, () con-
tinuidad (f) insaciabilidad local?

Sugerencia: ilustre su respuesta utilizando, por ejemplo,

i) el conjunto de cestas preferidas o indiferentes a la cesta (1,1), y

ii) el conjunto de cestas estrictamente preferidas a la cesta (1, 1).

6. Supongamos que un consumidor tiene preferencias lexicograficas sobre ces-
tas de consumo = € IR?. Es decir, la relacién =; satisface 2! = (z1,2}) =,
x? = (23, 23) siz] > 2 obiensiz] = 23y ) > 3.

(a) Dibujar el mapa de indiferencia para estas preferencias;

(b) Podemos representar estas preferencias mediante una funcién de utili-
dad continua? Por qué.

7. Supongamos que un consumidor de dos bienes tiene renta m estrictamente
positiva y se enfrenta a precios estrictamente positivos. Supongamos que sus
preferencias estdn representadas por la funcién de utilidad u(zq, x2) = ;.
Derivar sus funciones de demanda marshallianas.

8. Consideremos un consumidor de dos bienes cuyas preferencias pueden re-
presentarse mediante una funcién de utilidad u(z). Supongamos que tiene
un punto de saturacién B.

(a) Escribir el conjunto representativo de cestas © = (x1, z2) asociadas a
una curva de indiferencia;

(b) Considerar los distintos mapas de curvas de indiferencia representados
en la figura 2.11. Explicar en cada uno de los casos la pendiente (cre-
ciente o decreciente), la curvatura (concava o convexa) y la direcciéon
de crecimiento de la utilidad.
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9. En un mundo de dos mercancias, la funcién de utilidad de un consumidor
es u(xy, rs) = 7.

(a) Interpretar en dos palabras estas preferencias y dibujar el mapa de cur-
vas de indiferencia.

(b) Calcular las funciones de demanda marshalliana, la funcién de utilidad
indirecta, las funciones de demanda hicksiana y la funcién de gasto.

(c) Escribir la ecuacion de Slutsky para la derivada de la mercancia 1 con
respecto a su propio precio y verificar que las funciones encontradas
en el apartado (b) la satisfacen.

10. En un mundo de dos mercancias, la funcion de utilidad de un consumidor
es u(xy, xe) = x1x2. Surenta es m y los precios de las mercancias son p; y
Dy respectivamente.

(a) Calcular las funciones de demanda marshalliana z;*(py, p2, m), i =
1,2, y la funcién de utilidad indirecta v(p;, p2, m).

8.131 (p17p27 m)

(b) Escribir la ecuacién de Slutsky para 5
P2

i utilicela para

8h1(v,p1,p2)
Op2

(c) parala funcion de utilidad indirecta encontrada en el apartado (a), ve-

rificar la relacién de dualidad, es decir, encontrar u (1, x2) a partir de

v(p)

encontrar

11. Un individuo consume dos mercancias en proporciones constantes: dos uni-
dades del bien 2 por cada unidad del bien 1. Suponiendo que R? es su
conjunto de consumo:

(a) Escriba la funcion de utilidad del consumidor.

(b) Determine algebraicamente las condiciones necesarias y suficientes
que definen la combinacién maximizadora de las preferencias del con-
sumidor.

12. Dé ejemplos de maximizacién de preferencias entre dos bienes en los que
no se dé la igualdad de la relacién marginal de sustitucién con el precio
relativo:

(a) con preferencias continuas y estrictamente convexas tales que hay un
unico punto interior que maximiza las preferencias;
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(b) con preferencias continuas y estrictamente convexas tales que todo
punto que maximiza las preferencias estd en la frontera del conjunto
presupuestario.

13. D¢ precios y renta tales que cada uno de los puntos (3,2), (12,8), (6,4) y
(6,0) maximizan las funciones de utilidad siguientes

(@) u(xy,x9) = min{2z1,3xs};
(b) u(zy,zy) = min{xy, x2};

(©) u(zy,x2) = 221 + 9.

14. Dé precios y renta para los que (71, x2) = (50, 75) maximiza la funcién de
utilidad

w(xy, o) = /1173,
15. Considere la funcién de utilidad u(z1, z9) = 1 + azy donde a > 0 .

(a) Dibuje las curvas de indiferencia para varios valores de a.

(b) Compruebe que si po/p; > a sélo se consume el bien 1, mientras que
si po/p1 < a sélo se consume el bien 2.

(c) (Qué ocurre con los multiplicadores de Lagrange cuando ps/p; = a?

(d) (Para qué tipo de bienes puede considerarse este tipo de funcion rea-
lista?

16. Considere las siguientes funciones de utilidad
(@) u(zy,x9) = 321 + 219

_ 1 1
(b) u(wy,x9) = TS

(c) Elasticidad de sustitucion constante (ESC):
u(wy,xg) = (2" +a3") "7
(d) Cobb-Douglas (CD) para n bienes:
w(xy, ooy ) = M7 2l
donde ; >0Vi=1,...,ny> » o =1
En cada uno de los casos calcule

1) la funcién de demanda marshaliana;
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

11) la funcién de utilidad indirecta;
ii1) la funcién de demanda hicksiana;
iv) la funcién de gasto.
Compruebe que para un consumidor con las preferencias del ejercicio 16.d

todos los bienes son normales, ninguno es Giffen y dos bienes cualquiera
son sustitutos hicksianos netos.

Considere (para el caso de dos bienes) la proporcion de renta gastada en
cada bien al maximizar la utilidad.

(a) Demuestre que dicha proporcion es siempre una funcion homogénea
de grado O de los precios y la renta.

(b) Para la funcion de ESC (ejercicio 16.c) demuestre que la proporcion
de renta gastada en el bien 1 es homogénea de grado 0 respecto a
los precios fijada la renta y homogénea de grado O respecto a la renta
fijados los precios.

Enlos casos CD (ejercicio 16.d) y ESC (ejercicio 16.c) calcule la elasticidad
renta de la demanda marshaliana del bien 1, asi como la elasticidad precio
de la misma con respecto a precio del bien 2.

Considere la funcién v(py, po,m) = 2 + =

(a) (Es una funcién de utilidad indirecta?

(b) En caso afirmativo, calcule las demandas marshalianas correspondien-
tes, la funcién de gasto y las demandas hicksianas.

Considere la funcion v(p, p2, m) = —% In (p; + p2) + Inm, donde r > 0.

(a) (Es una funcion de utilidad indirecta?

(b) En caso afirmativo, calcule las demandas marshalianas, la funcion de
gasto y las demandas hicksianas.

Considere la funcion e(py, pe, u) = (%pl + /Pip2 + %pg)u.

(a) (Es una funcion de gasto?

(b) En caso afirmativo, calcule las demandas hicksianas, la funcién de uti-
lidad indirecta y las demandas marshalianas.

Considere la funcién e(py, pa, u) = (p1 + p2)u.

(a) (Esuna funcion de gasto?
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(b) En caso afirmativo, calcule las demandas hicksianas, la funcion de uti-
lidad indirecta y las demandas marshalianas.

Wl

24. Considere la funcion e(py, pa, u) = 3(p1paps) 3 u.

(a) ¢(Es una funcion de gasto?

(b) En caso afirmativo, calcule las demandas hicksianas, la funcién de uti-
lidad indirecta y las demandas marshalianas.

25. Se sabe que a los precios (p1,p2) = (5,10) y renta m = 100

(a) la demanda marshaliana es (x1,z5) = (6,7);

(b) las derivadas parciales de la demanda hicksiana del bien 1 con respecto
a p1 y p2 evaluadas a dichos precios y nivel de utilidad correspondiente
alacesta (x1,z2) = (6,7) son (—2, 1) respectivamente;

(c) la derivada parcial de la demanda marshaliana del bien 2 con respecto

a la renta evaluada a dichos precios y renta es %

(Cuéles seran aproximadamente las demandas marshalianas a los precios
(p1,Ph) = (5,11)?

26. Un consumidor compra 100 litros de gasolina al precio vigente. Con el fin
de reducir el consumo de gasolina el gobierno decide gravar su venta con un
impuesto de 10 pesetas por litro, y, al mismo tiempo para no perjudicar al
consumidor, introduce un subsidio de 1000 pesetas. El consumidor compra
menos gasolina que antes y su nivel de utilidad aumenta: ;por qué?

27. La funcién de utilidad de un consumidor es u(zq, x2) = —x—ll - x—12

(a) Enuncie la identidad de Roy y compruebe que se cumple para el bien
1.

(b) Calcule la utilidad marginal del dinero del consumidor.



Capitulo 3

Teoria de la empresa

En este capitulo estudiaremos otro agente fundamental de la economia: la em-
presa. Por lo tanto, el lado de la oferta del mercado. Este estudio lo dividiremos
en tres partes. En primer lugar nos centraremos en la denominada teoria de la
produccion. Esta es una seccion eminentemente técnica que nos muestra qué se
puede producir. Los conceptos fundamentales son el conjunto de posibilidades de
produccion y sus propiedades, y las funciones de produccion y los rendimientos a
escala.

La segunda parte del capitulo estd dedicada a los aspectos econémicos de la
produccion. Esta es la teoria del coste. Estudiaremos la funcion de costes, los cos-
tes de corto y largo plazo y los conceptos de costes totales, medios y marginales.

Por ultimo, analizaremos el proceso de toma de decision de la empresa. Su-
pondremos que el objetivo de la empresa es la maximizacion del beneficio. Vere-
mos que bajo ciertas condiciones la decision de minimizar costes es equivalente.
En tal situacién diremos que un problema es dual del otro.

Un aspecto importante del andlisis que veremos a continuacion es que una
empresa es simplemente una entidad en el mismo sentido en el que también lo
es el consumidor. En otras palabras es un agente econdmico que toma decisiones
de produccion. La diferencia fundamental entre el estudio del consumidor y de la
empresa es que en el caso del primero la mayor parte de la atencidn recae sobre
la funcién objetivo mientras que la restriccién presupuestaria apenas genera un
comentario. En el caso de la empresa, la situacion va a ser la opuesta. Dedicaremos
buena parte del esfuerzo a estudiar la representacion de la tecnologia. La funcién
objetivo sin embargo no necesitard tanta atencion. Esta funcién objetivo de la
empresa supondremos que es la maximizacion del beneficio. Podemos pensar en
otros objetivos alterrnativos de uan empresa como la maximizacién de su cuota de
mercado, de sus ventas, de la cotizacion de las acciones, etc. La simplicidad de la
funcion de beneficios permite construir un buen modelo del comportamiento de la
empresa.
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3.1. Produccion

La actividad de una empresa es producir mercancias (bienes y servicios).

Suponemos que en la economia hay [ mercancias. Una mercancia k, k =
1,2,...,1 puede ser un factor de produccién (input) en un cierto proceso de pro-
duccién y un producto (output) en otro. Al igual que hemos hecho en el anélisis
del consumidor, utilizaremos aqui también la convencién de inputs negativos. Por
lo tanto,

Definicion 3.1 (Plan de produccion). Un plan de produccion para una empresa es
un vector l-dimensional y = (y1,va, ..., y) € R' donde y;, > 0 denota un output
para la empresa, y;. < 0 denota un input, y iy, = 0 representa que la mercancia k
no forma parte del proceso de produccion de la empresa.

Suponemos que hay n empresas que representamos con el subindice j, j =
1,2,...,n. Asi pues, y; € R! representa un plan de produccién de la empresa 7,
Yy y;1 7 O representa que la empresa j utiliza y;;, unidades de la mercancia k en su
proceso de produccion.

A continuacion necesitamos definir el contexto en el que hemos definido los
polanes de produccion. Este es el conjunto de produccion.

Definicion 3.2 (Conjunto de prosibilidades de produccién). El conjunto de po-
sibilidades de produccién de la empresa j, que denotamos como Y; C IR, es el
conjunto de todos los planes de produccion técnicamente viables.

La figura 3.1 representa un conjunto de posibilidades de produccién de una
empresa j en una economia con dos bienes, un input y un output.
Finalmente introducimos el concepto de tecnologia.

Definicion 3.3 (Tecnologia). Una tecnologia para una empresa es un proceso que
permite transformar unas mercancias (inputs) en otras (outputs).

El problema de decision de la empresa es pues la seleccion de un plan de
produccién a partir de un conjunto de produccién que muestre las posibilidades
productivas que la tecnologia utilizada pone a disposicién de la empresa.

Veamos qué propiedades imponemos sobre el conjunto de posibilidades de
produccién. En primer lugar introduciremos cinco supuestos que cualquier tecno-
logia debe satisfacer con independencia de cudl sea la actividad de la empresa.
A continuacién presentaremos cinco supuestos mas, la idoneidad de los cuales
dependerd del entorno particular de la empresa.

(i) Y; es no vacio y cerrado.
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(i)

(iii)

(iv)

A output

input

Figura 3.1: EI conjunto de posibilidades de produccién

Si el conjunto de produccién fuera vacio no habria problema de la empresa.
Suponer que el conjunto Y es cerrado quiere decir que el conjunto de po-
sibilidades de produccion contiene los puntos de su frontera. Formalmente,
el limite de una secuencia de planes de produccién es también un plan de
produccion. Es decir, sea y;' una secuencia de planes de produccion para la
empresa j tal que 7 € Y;. Entonces, si y; — ¥ implica que y € Y.

Sin input no hay output (no free lunch).

No es posible producir algo a partir de nada. Formalmente, sea y; un plan
de produccién tal que Vk,y;, > 0, es decir no contiene inputs. Entonces,
y; = 0. La parte (a) de la figura 3.2 muestra un ejemplo (para k = 2) donde
se viola esta propiedad, mientras que la parte (b) muestra un ejemplo donde
se satisface, es decir donde Y; N IRl+ C {0}.

Posibilidad de suspender la actividad.

Esta propiedad dice 0 € Y, donde 0 representa un vector [-dimensional de
mercancias con todos sus componentes iguales a cero. Este es un supuesto
mads razonable a largo plazo que a corto plazo. A corto plazo la empresa
puede facilmente encontrarse con obligaciones contractuales que la impi-
dan dejar de existir (ndminas, créditos, pedidos, etc). Técnicamente, a corto
plazo la empresa puede estar sujeta a costes irrecuperables (sunk costs) que
le impiden estar inactiva. La figura 3.3 muestra un ejemplo (para k = 2)
donde se viola esta propiedad.

Free disposal.
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A output

ng

(b)

Figura 3.2: Sin input no hay output.

output

—» input
0

Figura 3.3: Violacién de la propiedad (iii)
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)

A output

A output

input

(b)

Figura 3.4: Free disposal.

Esta propiedad nos dice que la empresa puede eliminar sin coste las mer-
cancias (inputs o outputs) que tiene en exceso. Formalmente, si yjl €Yy
y; es tal que y%, < yji., k = 1,2,...,1, entonces y7 € Y;. Es decir, el plan
de produccion yjz- permite obtener como maximo el mismo output que el
plan de produccion yjl-, con por lo menos los mismos inputs. Graficamente,
la figura 3.4 representa esta situacion. En la parte (a) de la figura, dado cual-
quier y; € Yj, todos los planes de produccién por debajo y a la izquierda
de y; también forman parte del conjunto de posibilidades de produccién. La
parte (b) de la figura ilustra la violacion de esta propiedad.

Irreversibilidad de la produccion.

Esta propiedad dice que no es posible cambiar el papel de los inputs y de los
outputs en el proceso de produccion, excepto en el caso trivial de la inac-
tividad. Formalmente, si y; = (y;1,Yj2, - .-, ¥y;j;) es un plan de produccion,
el plan de produccién —y; = (—y;1, —yj2, ..., —Y;) que obtenemos cam-
biando los inputs por outputs y viceversa no es factible. En otras palabras, si
y; € Y;yy; # 0, entonces —y; ¢ Y;, 0 equivalentemente Y;N(—Y;) = {0}.

Veamos a continuacion otro conjunto de supuestos especificos que pueden apli-
carse al conjunto de posibilidades de produccién (aunque no simultineamente).

(vi)

Rendimientos no crecientes a escala.

Decimos que el conjunto de posibilidades de produccién exhibe rendimien-
tos no crecientes a escala si para cualquier y; € Y; y cualquier escalar
A € [0, 1] resulta que A\y; € Y;. Esta propiedad nos dice que cualquier plan

P input
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A output

(vii)

(viil)

(ix)

i » input

(a)

Figura 3.5: Rendimientos no crecientes a escala.

de produccion puede reescalarse hacia abajo. Una implicacion de este su-
puesto es la posibilidad de suspender la actividad (propiedad (iii)). La parte
(a) de la figura 3.5 ilustra un conjunto de posibilidades de produccion que
satisface esta propiedad. La parte (b) de la misma figura muestra un ejemplo
en el que el conjunto Y; viola esta propiedad.

Rendimientos no decrecientes a escala.

Decimos que el conjunto de posibilidades de produccion exhibe rendimien-
tos no decrecientes a escala si para cualquier y; € Y y cualquier escalar
A > 1 resulta que \y; € Y. Esta propiedad nos dice que cualquier plan
de produccion puede reescalarse hacia arriba. La figura 3.6 ilustra esta si-
tuacion. Fijémonos que para que el conjunto Y presente rendimientos no
decrecientes a escala es necesario que la produccion requiera de un coste

fijo. No importa si este coste fijo ademds es irrecuperable, en cuyo caso
0&Y,.

Rendimientos constantes a escala.

Esta propiedad es la conjuncion de las dos anteriores. Decimos que el con-
junto de posibilidades de produccion exhibe rendimientos constantes a esca-
la si para cualquier y; € Y} y cualquier escalar A\ > 0 resulta que \y; € Y.
En otras palabras, el conjunto Y es un cono. La figura 3.7 ilustra esta situa-
cion.

Aditividad.
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A output A output

(@ (b)

Figura 3.6: Rendimientos no decrecientes a escala.

A output

Yj

0 » input

Figura 3.7: Rendimientos constantes a escala
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A output yjl + y; ° A output

(%)

P input

(a) (b)

Figura 3.8: Aditividad

La propiedad de aditividad del conjunto de posibilidades de produccion nos
dice que dados dos planes de producciéon (y}, yf) € Yj, entonces y} + yj2 €
Y;. La parte (a) de la figura 3.8 muestra un ejemplo de conjunto de pro-
duccién aditivo. La parte (b) presenta un conjunto de produccién que no
satisface la aditividad.

Convexidad.

Decimos que el conjunto de posibilidades de produccién es convexo si pa-
ra cualquier par de planes de produccion (yjl-, yJQ) € Y, y cualquier escala
A € [0, 1], el plan de produccién definido como Ay; + (1 — A)y? € Y;. Por
ejemplo el conjunto de produccioén de la figura 3.5(a) es convexo mientras
que el conjunto de la parte (b) de la misma figura no es convexo. La con-
vexidad combina varias ideas. En primer lugar la perfecta divisibilidad de
los planes de produccion. En segundo lugar los rendimientos no crecientes.
En particular, si 0 € Y}, la convexidad implica que el conjunto de posibili-
dades de produccion exhibe rendimientos no crecientes a escala. Fijémonos
que podemos expresar el plan de produccién y; como Ay; + (1 — A)0 con
A € [0,1]. Por lo tanto si y; € Y; y 0 € Y; la convexidad implica que
Ay; € Yj. Por tltimo, la convexidad captura la idea de que combinacio-
nes de inputs “desequilibradas’no son mds productivas que combinaciones
de inputs “equilibradas”. En otras palabras, si consideramos dos planes de
produccion que generan el mismo output pero utilizan diferentes combina-
ciones de inputs, podemos construir un nuevo plan de produccién utilizando
una media ponderada de los inputs de los dos planes de produccion anterio-

P input
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N S

P input

Figura 3.9: Convexidad

res y el output resultante serd como minimo tan grande como el correspon-
diente a los planes de produccion iniciales (ver Mas-Colell et al., 1995, p.
134). La figura 3.9 ilustra esta idea.

3.1.1. Isocuantas

En la construccion general que estamos desarrollando, hemos considerado que
en un plan de produccién y; = (y;1, ..., y;) € Y; algunas mercancias son inputs y
otras son outputs. Para facilitar la distincidn entre unos y otros vamos a introducir
una notacion diferenciada. Para ello vamos a denotar los inputs como z y vamos
a suponer que las primeras v mercancias van a representar inputs, mientras que
las restantes | — v mercancias van a representar outputs. Asi pues, un plan de
produccion para la empresa j ahora lo representaremos como

Yy = (Zjlazj2> <y Zgus Yivds Yju42, - - ,?le) = (Zj7yj)v

donde z; € Z; CR"yy; € §~/j C IR'~. Por lo tanto el conjunto de posibilidades
de produccion de la empresa jes Y; = Z; U ?j Ademads, dada la convencién de
inputs negativos, zj;, <0, k=1,2,...,vyy; >0, k=v+1v+2, ... 1L

Una ventaja de esta representacion es que ahora podemos fijar los niveles de
outputs de la empresa y estudiar las necesidades de inputs para producir esos
outputs. Definimos pues,

Definicion 3.4 (Conjunto de necesidades de inputs). Dado un vector de outputs
y; € Y}, el conjunto de necesidades de inputs asociado es

Vi) = {2 : (2,55) € Y3}
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1
sz

(a) (b)

Figura 3.10: Conjunto de necesidades de inputs

Es decir, el conjunto de necesidades de inputs es el conjunto de todas las posibles
combinaciones de inputs que permiten producir el vector de outputs y;.
Sobre este conjunto V;(y,) vamos a introducir dos propiedades:

(i) V;(y;) es comprensivo hacia arriba.

Esta propiedad dice que V;(¥;) es el conjunto de combinaciones de inputs
que permiten producir por lo menos el vector de outputs y;. Formalmente,
ar21te dos Xectores de; inputs zjl y ,zj2 si zjl e Vi(y;) y 212 > zjl, entoncgs
z; € Vj(y;)- Es decir, si podemos producir el vector de outputs y; a partir
del vector de inputs 2]1 también lo podemos hacer con més inputs. Esta pro-
piedad es parecida a la propiedad de “free disposal”’que vimos en la teoria
del consumidor. La parte (a) de la figura 3.10 ilustra esta propiedad para el

caso de dos inputs.

(ii) V;(y;) es convexo. El concepto de convexidad que hemos introducido para
el conjunto de consumo, se aplica al conjunto de necesidades de inputs.

Senalemos que el conjunto de necesidades de inputs se refiere a un vector
particular de outputs. Ahora queremos comparar las necesidades de inputs para
diferentes vectores de outputs. Para ello introducimos una propiedad adicional
sobre los conjuntos de necesidades de inputs.

(i11) Nesting
Puesto que el conjunto de necesidades de inputs satisface la propiedad (i),
dados dos vectores de outputs 7; y 7 si J; > ¥/3, entonces V;(y;) C V;(¥73).
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Esta propiedad nos dice que para producir mayor cantidad de producto ne-
cesitamos mads inputs. La parte (b) de la figura 3.10 ilustra esta propiedad
para el caso de dos inputs.

Esta propiedad de “nesting”’nos permite definir el conjunto de vectores de in-
puts que permiten producir exactamente un cierto vector de outputs.

Definicién 3.5 (Isocuanta). Dado un vector de outputs y;, definimos la isocuanta
asociada como la frontera de su conjunto de necesidades de inputs. Formalmente,

Qi) = {zi+ (%, 5)) €Yy, (2.9;) € Y5, para cualquier §; > T, 7; # §j}-

La parte (a) de la figura 3.10 ilustra esta definicion.

3.1.2. Eficiencia

La definicién del conjunto de necesidades de inputs nos indica todos los vec-
tores de inputs que permiten a una empresa producir un determinado volumen de
output. Ahora bien, resulta razonable suponer que el interés de la empresa estad en
producir ese vector de outputs con los minimos requerimientos de inputs, o de
forma equivalente, dado un vector de inputs intentard obtener el maximo volumen
de outputs posible. Esta idea recoge el espiritu del concepto de eficiencia.

Definicién 3.6 (Planes de produccion eficientes). Un plan de produccion y; € Y;
es eficiente si no podemos encontrar otro plan y; €Y,y # y; tal que y; > Y.

Para clarificar el contenido de esta definicion, podemos utilizar la notacion
(2j,7;) € Y;. Entonces,

Definicion 3.7 (Planes de produccion eficientes). Decimos que el plan de produc-
cion (zj,7;) € Y es eficiente si

1. ﬂy~’j > y; tal que (zj,y~’j) € Y], o bien
2. P2} < zj tal que (2}, 7;) € Y;

Intuitivamente, los puntos eficientes se encuentran sobre la frontera del con-
junto de posibilidades de produccién, aunque ello no es condicion suficiente de
eficiencia como muestra la figura 3.11. Intuitivamente, un punto es eficiente si
para cualquier entorno arbitrariamente pequefio (y dada la convencién de inputs
negativos) no podemos encontrar otro plan de produccién con algtin output o input
mayor.
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ineficientes

0 P input

Figura 3.11: Puntos eficientes

3.1.3. La funcion de produccion

Hasta ahora hemos representado la tecnologia de producciéon por medio del
conjunto de posibilidades de produccion. Este es un concepto abstracto al que a
veces nos puede interesar dar una estructura especifica a través de una funcién
F;(-) que denominamos funcion de transformacion. La funcién de transforma-
cion tiene la propiedad que (recordemos que utilizamos la convencién de inputs
negativos) Y; = {y; € R" : Fj(y;) < 0}y Fj(y;) = 0siy sélo si y; se en-
cuentra en la frontera del conjunto de produccion Y;. En otras palabras, podemos
visualizar la funcion Fj(7;) como la distancia desde y; a la frontera. El conjunto
de puntos en la frontera de Yj, {y; € R' : F;(y;) = 0}, se denomina la frontera
de transformacion. La figura 3.12 ilustra ambos conceptos para el caso de dos
mercancias.

A output
Yj
{y; : Fy(y;) = 0}
> input
Yy =A{y; : Fi(y;) < 0}

Figura 3.12: La funcién de transformacion.
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Esta funcion de transformacion, cuando existe, es ttil porque nos permite des-
cribir a la empresa a partir de una unica funcion.

Consideremos ahora un plan de produccion g; en la frontera de transforma-
cion, i.e. F;(y;) = 0, y supongamos que F(-) es diferenciable. Para cualquier par
de mercancias h,k, h # k,h,k = 1,2,...,l podemos definir la tasa marginal
de transformacion (TMT) de la mercancia h en la mercancia k dentro del plan
de produccion y;. Esta es una medida de en cuanto puede variar la cantidad de
la mercancia k si la empresa varia la cantidad de la mercancia h en una unidad
marginal. Formalmente,

OF J @j)

oy
TMTu(3)) = — 55
J\7J

Yk
Graficamente, la TMT (con signo negativo) es la pendiente de la frontera de
transformacion en el punto y; (ver la figura 3.12). Ello es asi porque si diferencia-
mos totalmente la funcién de transformacion, y dado que F;(y;) = 0, obtenemos
OF;(y;) OF;(y;)
— DI Qi+ 7 . = 0.
ayjh y]h ay]k y]k

Asi pues, la pendiente de la frontera de la funcién de transformacion es precisa-
mente la T M T}, (Y;)-

Uno de los modelos de produccién que nos encontramos con més frecuencia
es aquel en el que un conjunto de inputs se destina a la produccion de un unico
output. En este caso, un plan de produccién es

Yi = (2j1, Zj2, -+ 213 Y1) = (25, )
donde z; € Z; C R'~! representa el vector de inputs e y € IR, el output.

Esta tecnologia la podemos describir por medio de una funcién de produc-
cion, f;(z;), un caso particular de frontera de transformacion, que nos indica el
maximo volumen de output y que puede conseguirse utilizando el vector de in-
puts (z;1, Zj2, . . ., 2j1—1). La figura 3.13 representa la funcién de produccion como
la rotacion sobre el eje del output de la frontera del conjunto de posibilidades de
produccidn. Sefialemos que en esta situacion los inputs ya los representamos co-
mo nimeros positivos, abandonando la convencion de inputs negativos puesto que
la notacién no ofrece ambigiiedad.

Es importante tener presente que no todos los conjuntos de posibilidades de
produccién son susceptibles de ser representados por medio de una funcién de
produccion.
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A output

0 input
Figura 3.13: La funcién de produccion.

La tasa marginal de transformacion en el entorno de tecnologias de un out-
put se conoce como la relacion técnica de sustitucion asociada a un volumen de
produccion g, y se define como:

9fi(2)

Esto es la pendiente de la isocuanta correspondiente al nivel de produccion y
en el espacio de las mercancias h y k.

Para ilustrar estos conceptos, veamos dos ejemplos de economias que utilizan
dos factores (21, z2) para producir un bien y.

Ejemplo 3.1 (La tecnologia Cobb-Douglas). El primer ejemplo contempla tecno-
logtas de tipo Cobb-Douglas.

Conjunto de produccion
Y = {<y7zlv ZQ) € R3/y S ZIOLZZB}7 aaﬁ € R-f—

Cuando o+ (3 > 1 la tecnologia exhibe rendimientos crecientes; si o+ 3 =
1 los rendimientos son constantes; si o + 3 < 1 tenemos rendimientos
decrecientes.

Conjunto de necesidades de inputs

V(@) = {(21,22) € R*/j < 223}
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Isocuantas
Q) = {(21,22) € R*/y = 202}

Funcion de produccion

flz1,20) = 202

La figura 3.14(a) ilustra estos conceptos.

Ejemplo 3.2 (La tecnologia Leontieff). Veamos ahora tecnologias de tipo Leon-

tieff
Conjunto de produccion
Y ={(y, 21, 2) € Rg/y < min{azy, bz }}

Este tipo de tecnologia, también denominada de coeficientes fijos, nos dice
que para obtener una unidad de producto, se necesitat utilizar a unidades
de input z1, y b unidades de input zs.

Conjunto de necesidades de inputs

V(1Y) = {(z1,22) € R*/§ <y < min{az,bz}}
Isocuantas

Q1Y) = {(z1, 20) € R*/y = y < min{az;, bz} }

Funcion de produccion
f(z1,22) = min{azy, bz }}

La figura 3.14(a) ilustra estos conceptos.

Por ultimo, las propiedades que hemos estudiado sobre el conjunto de produc-
cion se traducen en propiedades de la funcidén de produccion.

(i) f; es no decreciente.
Esta propiedad esta ligada al supuesto de “free disposal”’del conjunto de
produccion.

(ii) f; es cuasiconcava.

Esta propiedad estd asociada a la convexidad del conjunto V;(¥;). Formal-
mente,
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<2 A 2y \

(b)

Figura 3.14: Las tecnologias Cobb-Douglas y Leontieff.

Definicion 3.8 (cuasiconcavidad). Una funcion f; es cuasiconcava si
V(zj,27) € Zjtal que fj(z}) > fi(2]) ya € [0,1]
entonces fi(az; + (1 —a)z2) > f;(27).

Definicion 3.9 (cuasiconcavidad estricta). Una funcion f; es estrictamente
cuasiconcava si

V( )EZtalquef]( )>fj( HNya € (0,1)
entonces fi(az; + (1 —a)z2) > f;(27).
Definicion 3.10 (concavidad). Una funcion f; es concava si
V(zj, 7)) € Zjo € (0,1)
fg(az +(1—a)z) > afi(z) + (1= a) fi(]).

Definicion 3.11 (concavidad estricta). Una funcion f; es estrictamente conca-
va si

V(zj, 7)) € Zyo € (0,1)
filazj + (1= a)zf) > afi(z) + (1 = a) fi(2)).

(iii) f; exhibe rendimientos no decrecientes a escala.

Esta propiedad se deriva de los rendimientos no decrecientes a escala del
conjunto Z;. Formalmente,

Definicién 3.12 (Rendimientos no decrecientes a escala). Una funcion f;
exhibe rendimientos no decrecientes a escala si

Va > 1, fi(az;) > afi(z;).
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(iv)

v)

De forma parecida,

Definicion 3.13 (Rendimientos crecientes a escala). Una funcion f; exhibe
rendimientos crecientes a escala si

Va > 1, fi(az;) > afi(z;).

f; exhibe rendimientos no crecientes a escala.

Esta propiedad se deriva de los rendimientos no crecientes a escala del con-
junto Z;. Formalmente,

Definicion 3.14 (Rendimientos no crecientes a escala). Una funcion f; ex-
hibe rendimientos no crecientes a escala si

Va > 1, fi(az;) < afi(z;).

De forma parecida,

Definicion 3.15 (Rendimientos decrecientes a escala). Una funcion f; ex-
hibe rendimientos decrecientes a escala si

Va > 1, fi(az;) < afj(z;).

f; exhibe rendimientos constantes a escala.

Esta propiedad se deriva de los rendimientos constantes a escala del conjun-
to Z;. Formalmente,

Definicion 3.16 (Rendimientos constantes a escala). Una funcion f; exhibe
rendimientos constantes a escala si

Va >0, fi(az;) = afj(z;).
En este caso decimos que f; es homogénea de grado 1.
En general,

Definicién 3.17 (Homogeneidad de grado ). Sea r € Z. Una funcion f; es
homogénea de grado r si

Va >0, filaz;) > a" fi(z;)

Por dltimo, introducimos el concepto de funcién homotética, como una
transformacion mondtona de una funciéon homogénea de grado 1, es decir
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Figura 3.15: Homogeneidad y homoteticidad.

Definicion 3.18 (Homoteticidad). Una funcion f; es homotética si
V(zj,27) € Zj1al que f;(z}) = f;(2]) ya € Ry

entonces f;(azj) = fi(az}).

La diferencia entre homogeneidad y homoteticidad es sutil. La figura 3.15
lo ilustra. La parte (a) de la figura muestra una funcién que es homogénea de
grado 1, es decir si los vectores de inputs zjl- y z? permiten producir y unidades
de output, entonces los vectores de inputs ozzjl- y ozzj2 pueden generar oy unidades
de output. La parte (b) de la figura representa una funcién homotética. En este
caso si los vectores de inputs zjl y zj2 permiten producir y unidades de output,
entonces los vectores de inputs az} y az]z generan el mismo nivel de output Fy
pero no necesariamente ay. Es importante notar que la homoteticidad no es un
caso particular de homogeneidad porque r € Z. Supongamos una funcién f;
homotética. Ello quiere decir que f;(az) = By # ay. Pero no necesariamente
existe un nimero r € Z tal que § = o".

Finalmente, completaremos el analisis de la funcién de produccién introdu-
ciendo los conceptos de elasticidad de sustitucion y elasticidad de escala.

La elasticidad de sustitucion mide la variacidon porcentual del cociente entre
dos inputs h y k con respecto a la variacién porcentual de la variacion de la RTS
asociada en un punto 3. Formalmente,

O(zjn/2jk)
o = an/zi) | O/ z) RTSh
hk aRTShk Y 8RTShk (Zjh/zjk> gj.
RT Sy

Esta expresion mide la curvatura de la isocuanta con respecto a los dos facto-
res de referencia. El grado de convexidad de la isocuanta es una indicacion de la
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Figura 3.16: Convexidad y substituibilidad.

“facilidad¢on la que un input h puede substituirse por otro input k en el proceso
de produccién. Cuanto mds convexa es la isocuanta, mas dificil es esta substitu-
cion entre los inputs h y k. El caso limite estd representado por las isocuantas de
la tecnologia Leontieff, en la que el grado de substituibilidad es cero. Por el con-
trario cuanto menos convexa es la isocuanta, mas facilmente puede substituirse
el input h por el input k. El caso limite estd representado por la tecnologia con
perfecta substituibilidad de inputs. La figura 3.16 ilustra ambos casos extremos.

La elasticidad de escala mide el aumento porcentual que experimenta el nivel
de produccién cuando se aumentan todos los factores en la misma proporcion.
El interés de esta medida viene dado porque una funcién de produccion puede
presentar rendimientos crecientes a escala para ciertos niveles de los factores y
rendimientos decrecientes a escala para otros. Ello genera la necesidad de definir
una medida local de los rendimientos a escala.

Consideremos una funcion de produccién y = f;(z;) y un escalar o > 0.
Examinemos ahora la funcién y(a) = f;(az;). Si a = 1, tenemos la escala de
operaciones presente; si &« < 1 estamos dividiendo todos los factores por «; si
« > 1 estamos multiplicando todos los factores por a. La elasticidad de escala se
define como,

dfj(az;)
~ filaz;) ~ Ofjlaz;)  «
G(Zj) - ]a_aj » o Oo fj(OéZj) a=1
Q

Evaluamos la expresion en a = 1 porque queremos obtener la elasticidad en el
punto z;. La tecnologia muestra localmente rendimientos crecientes, constantes,
o decrecientes cuando la elasticidad es mayor que, igual a, 0 menor que uno.
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3.2. El comportamiento de la empresa

Una vez descritas las posibilidades técnicas de produccion, nos preguntamos
ahora qué decisiones tomara la empresa o, en otras palabras, cudl serd el compor-
tamiento de la empresa. Este comportamiento estard determinado por tres elemen-
tos fundamentales: la tecnologia de produccion, el marco econémico en el que la
empresa se encuentra (basicamente, la estructura de propiedad de las empresas),
y el objetivo de la empresa. Con respecto al marco institucional supondremos una
economia de propiedad privada; el objetivo de la empresa serd la maximizacién
del beneficio. Marcos alternativos de funcionamiento son descritos y analizados
en Kreps (1990, cap. 19), Mas Colell et al. (1995, cap 5G), o Blad y Keiding
(1990, pp. 99-100).

El beneficio de la empresa se define como la diferencia entre los ingresos to-
tales de la empresa obtenidos de la venta de su produccién y los costes en que
incurre para obtener esa produccién. Desde un punto de vista descriptivo, pode-
mos argumentar que las empresas no actian con el solo propdsito de maximizar
beneficios. Otros elementos importantes estan ligados a la retribucion de sus ge-
rentes y trabajadores, la cotizacion de las acciones de la empresa en el mercado de
valores, la gestion de stocks, la cuota de mercado, el volumen de ventas, por citar
algunos. Desde un punto de vista normativo, podemos pensar que una empresa de-
beria funcionar de manera que promoviera la eficiencia y el bienestar social. Bajo
ciertas condiciones la maximizacion de beneficios permite obtener ese resultado.
Estas condiciones son (i) ausencia de externalidades, (ii) ausencia de incertidum-
bre, (iii) ausencia de impuestos, y (iv) propiedad de la empresa repartida entre
un nimero grande de pequefios accionistas. En nuestro anélisis supondremos que
esta es precisamente la situacion.

También es importante recordar que la definicion de beneficios que utilizare-
mos se refiere a beneficios econdmicos y no beneficios contables.

A partir del conjunto de posibilidades de produccién, Y; C R que caracteriza
a la empresa, y dados los precios p = (pi1, pa, . - ., p1), denotamos como IL;(p, y;)
una funcién IT : Y; — IR que representa los beneficios de la empresa j asocia-
dos al plan de produccioén y; € Y. Asi pues, los beneficios de la empresa son
simplemente

!
IL;(p,y;) = Zpkyjk-
k=1
donde recordemos,

Yj = (ZthjQ, <o Zgus Yiul, Yju42, - - ayjl) = (Zj,yj),

5 €Z;,CRY, §;€Y; CR™, Y; = Z;UY;.
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Sefialemos también que dada la convencion de inputs negativos, si la mer-
cancia k es un input, su contribucion a los beneficios, piy;i €s negativa, es decir
representa un coste.

Esta forma de escribir los beneficios contiene un supuesto implicito. Este es
que la empresa no es capaz de afectar el comportamiento de los precios a los que
se enfrenta. Ello supone que estamos considerando que el volumen de las opera-
ciones de las empresas es pequefio con respecto al tamafio del mercado. En otras
palabras, este supuesto implica que la empresa no va a encontrar restricciones
en el mercado de inputs ni en el mercado de outputs, lo que se conoce como la
conjetura competitiva.

Las empresas grandes sin embargo, si pueden hacer variar los precios con sus
decisiones. En este caso deberemos escribir py(y;) representando el hecho de que
la empresa j es grande en el mercado de la mercancia k, en cuyo caso la funcion
de beneficios se escribe

l
I(p,y;) = > i)y
k=1

Finalmente, podemos enunciar el comportamiento de la empresa como la se-
leccion de un plan de produccion y; € Y tal que, dado un vector de precios

pE R’ , permita obtener el maximo beneficio. Formalmente,

!
myéxzpkyjk say; €Y,
T k=1

donde Y satisface los supuestos (i)-(v) de la seccion 3.1. De forma equivalente
podemos formular el problema de la empresa utilizando la funcién de transforma-
cion,
!
I%éxzpk?/jk s.a Fj(y;) <0,
k=1

Dados los supuestos sobre el conjunto de produccion, si el vector de precios
de los inputs contuviera algin elemento negativo, digamos p; < 0, el problema
del productor no tendria solucién, puesto que la empresa podria aumentar indefi-
nidamente sus beneficios con un plan de produccion y; = A(y;1,0,0,...,0) con
yj1 < 0. Para evitar este tipo de situaciones suponemos que los precios son no
negativos. Naturalmente, esto no garantiza la existencia de planes de produccion
de equilibrio.

Por ejemplo, consideremos una economia de dos bienes. Una empresa dispone
de una tecnologia que utiliza un input z; para obtener un output y;, y exhibe ren-
dimientos constantes a escala «.. Sea (p, p2) el correspondiente vector de precios.
Entonces,
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Ay

(b)

Figura 3.17: Equilibrio y RCE.

e sia > 2o hay equilibrio puesto que la empresa puede escoger y; ar-

bitrariamente grande y obtener beneficios arbitrariamente grandes. La figu-
ra 3.17(a) ilustra esta situacion.

asia =2t cualquier plan de produccion es una solucion al problema del

2
productor. En todos estos equilibrios, sin embargo el beneficio de la empresa
es nulo.

. 1 s e eqeq e . .
asia < 2L hay un tnico equilibrio en el que la empresa obtiene beneficios

2
nulos. La figura 3.17(b) ilustra esta situacion.

Si la funcién de transformacion es diferenciable, podemos caracterizar la so-

lucién del problema del productor a partir de las condiciones de primer orden,
agj(yj) — Dy — )\aFJ(?/J) —0, k=1,2,....1,
Yjk OYjk

donde A > 0 representa el multiplicador de Lagrange. Este conjunto de condi-
ciones de primer orden nos dicen que el vector de precios p es proporcional al
gradiente de la funcion F);. También nos dice que la tasa marginal de transfor-
macién entre dos bienes h y k es igual al negativo del ratio de sus precios, es
decir
P
Pr

La solucién del problema del productor es un conjunto de planes de pro-
duccién que maximizan el beneficio dados los precios. Este conjunto lo deno-
minamos la correspondencia de oferta que denotamos como 7); : ]RfF — Y

TMTi(y;) = — 3.1)
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donde para un p € ]Rl+ dado le asociamos el conjunto 7,(p) = {y; € Y; :
22:1 PrY;, s maximo}. Si este conjunto tiene un tnico elemento lo denotamos
y;(p) y lo denominamos la funcion de oferta de la empresa j dados los precios p.

Antes de examinar las propiedades de la funcién de beneficio y de la corres-
pondencia de oferta, consideremos el caso particular de una tecnologia con un
solo output. En este caso, recordemos que representamos un plan de produccion
como

yi = (21, 22, - 213 Y1) = (25, )
donde z; € Z; C R'~! representa el vector de inputs e y € IR el output. También
denotaremos por p > 0 el precio del output y por w = (wy,...,w;_1), wg >
0, k =1,2,...,1 — 1, el vector de precios de los inputs. Asi pues, un sistema

de precios se representa como (p, w). En este caso, y = f;(z;) es la funcién de
produccion y el problema de la empresa consiste en determinar la combinacién de
inputs z; que, dados (p, w), maximiza el beneficio. Formalmente, 2 (p,w) es la
solucion de

-1
max pf;(z;) — g Wy * Zjk-

k=1

2;>0

Las condiciones de primer orden son

pﬁfj(zj)_wkgo,k:1,2,...,l—1
aij
y
8. .
p Q(Z])_wk Z]k;207 k:1’277l_]—
Zik

Es decir, el producto marginal de cada input activo k es igual a su precio medido
en términos del precio del output (wy/p). También la relacion técnica de sustitu-
cion entre dos inputs es igual al ratio de sus precios (es decir a la tasa econdmica
de sustitucién entre ellos), RT'Sy;, = wy,/wy. Esto no es mds que un caso especial
de la condicién més general (3.1). A su vez, estas condiciones de primer orden
son necesarias y suficientes para caracterizar la solucién al problema del produc-
tor cuando el conjunto de produccion Y es convexo. La figura 3.18 ilustra este
argumento.

Supongamos que II;(p) representa la funcién de beneficios de la empresa j
cuyo conjunto de produccién es Y; y la correspondencia de oferta es 7);(p). Su-
pongamos que Y; es cerrado y satisface la propiedad de free disposal. Entonces
(ver por ejemplo, Mas Colell et al., 1995, pp.138-139; Kreps, 1990, pp. 244-247;
o Varian, 1992, pp.49-50),

i) II;(p) es homogénea de grado uno;
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Ay,

VF(y;(p) 6P = /P2

{y; - Zpkyjk =11}
k

<)

“~y; Zpkyjk = 1T}
k
Figura 3.18: La maximizacion del beneficio.

ii) IL;(p) es convexa;

iii) II;(p) es continua;

iv) SiY; es convexo, entonces Y; = {y; € R' : 3" kppy;. < I1;(p) Vp > 0};
v) n;(p) es homogénea de grado cero;

vi) SiY] esconvexo, entonces 7;(p) es un conjunto convexo para todo p. Ademds,
si Y es estrictamente convexo, 7;(p) es una funcion;

vii) (Lema de Hotelling) Si 7;(p) contiene un tnico punto (yj,. . .,yj), enton-
ces I1;(p) es diferenciable en p, y I = Ui, k=1,2,...1;
opr 157

viii) Si 7;(p)es una funcién diferenciable en p, entonces Dn;(p) = D?IL;(p) es
una matriz simétrica y semidefinida positiva con Dn;(p)p = 0.

Demostracion. i) Supongamos que y; soluciona el problema del productor
a los precios p, de manera que py; > py, Vy € Y;. Sea A > 0. Entonces
también se verifica A\py; > Apy, Vy € Y}, es decir y} soluciona el problema
del productor a los precios Ap. Por lo tanto IT;(Ap) = Apy; = AIL;(p).

ii) Consideremos dos sistemas de precios p y p. Consideremos también un es-
calar A € [0, 1], y construyamos un sistema de precios p = Ap + (1 — \)p.
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1i1)

iv)

v)

vii)

Supongamos ahora que y; maximiza los beneficios a los precios p, ¥j; ma-
ximiza los beneficios a los precios p, y y; maximiza los beneficios a los
precios p. Seflalemos que y; es un plan de produccién factible a los precios
p 'y p. Entonces podemos escribir

IL;(p) = py; = (A\p + (1 = N)p)y; = Apy; + (1 — A\)py;. (3.2)

Dado que y; maximiza beneficios a los precios p, podemos afirmar que
Apy; < Apy; = AlL;(p). Paralelamente, dado que y; maximiza beneficios
a los precios p, también podemos afirmar que (1 — \)py; < (1 — A\)py; =
(1 — M)II;(p). Sumemos ahora ambas desigualdades para obtener

(Ap+ (L = ND)y; < Apy; + (1 — N)py;.

Podemos reescribir esta desigualdad utilizando (3.2) como

I1(p) < AL;(p) + (1 = MIL;(p).
que es precisamente la definicion de convexidad.

La funcion de beneficios es continua si p > 0 y estd bien definida. Kreps
(1990, p. 244) muestra el argumento riguroso de continuidad.

Esta propiedad nos dice que si Y es cerrado, convexo y satisface la propie-
dad de free disposal, la funcién de beneficios es una representacion dual de
la tecnologia.

La homogeneidad de grado zero nos dice que n;(Ap) = 71;(p), A > 0. Esta
demostracion, como la de la propiedad vi) son triviales y se dejan como
ejercicios al lector.

El lema de Hotelling (o la propiedad de la derivada como también se cono-
ce) relaciona el comportamiento de oferta de la empresa con las derivadas
de la funcidén de beneficios. Es decir, nos permite derivar la funcién de oferta
a partir de la funcion de beneficios.

Consideremos el sistema de precios p* y sea 7;(p*) una solucién del pro-
blema del productor. Esta solucién genera un nivel de beneficios I1;(p*) =
p*n;(p*). Fijemos ahora todos los precios excepto el de la mercancia k. Su-
pongamos ahora que p; aumenta a p; pero la empresa continua utilizando
n;(p*) de manera que los beneficios asociados son Py, + >y, PhYj,- En
el espacio del bien £, esta funcion es una linea recta. La figura 3.19 repre-
senta esta funcion. Si la empresa ajusta su plan de produccion 6ptimamente,
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Viii)

A

Hj(p>1k7 o 7p]>:;—17p]>:;7pz+17 <. 7p;<)

______________ DRYS T D P
htk

» Dk

Figura 3.19: El lema de Hotelling.

obtendrd un nivel de beneficios por lo menos tan elevado como el que ob-
tiene si no ajusta su nivel de produccioén, es decir

DrYik + Zp}iyjh > ﬁky;k + szy;h =
hk hk

I (PY, - -+ Phets Pl Py - -5 1)

Este argumento es vélido para cualquier precio, de manera que la funcién
de beneficios debe encontrarse por encima de sus tangentes o, en otras pa-
labras, debe ser convexa.

Dado que las dos funciones son tangentes en el punto p;, las derivadas de
ambas funciones deben ser iguales, y la derivada de la funcion lineal es y7,;..

La matrix Dn;(p) es semidefinida positiva como consecuencia de la con-
vexidad de la funcién de beneficios deducida en el apartado anterior. Esta
propiedad es la ley de la oferta: las cantidades responden en la misma direc-
cion que los cambios de precios. Dada la convencidn de signos negativos,
esto quiere decir que si el precio de un output aumenta (manteniendo cons-
tantes todos los demas precios) la oferta de ese output aumenta; si el precio
de un input aumenta, la oferta de ese input disminuye.

Es importante sefialar que el comportamiento de la empresa no esta sujeto a
ninguna restriccion presupuestaria (como ocurre en el caso del consumidor)
de manera que variaciones de precios sO0lo generan efectos de sustitucion
pero no generan efectos renta.

El hecho de que la matriz de efectos sustitucion sea semidefinida positiva
quiere decir que los efectos de sustitucion por variaciones del propio precio
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. y; .
son no negativas, Yik > 0, y ademas los efectos cruzados son simétricos,
Pk
oy oy
Uik _ S (b, k), A K
Opn,  Opy

Por dltimo, Dn;(p)p = 0 es una consecuencia de la homogeneidad de la
funcién de oferta (propiedad (v)).
0

3.3. La oferta agregada

Denominamos oferta agregada, v, a la suma de los niveles de produccion indi-
viduales de cada empresa, y = > ; Yj- De forma paralela, el conjunto de produc-
cién total, Y, lo definimos como la suma de los conjuntos de produccion de las
empresas, Y = U;Y.

Dados los supuestos sobre los conjuntos de produccién individuales, es in-
mediato verificar que el conjunto de produccidn total verifica las propiedades si-
guientes.

n 0CY,

» —R. CY,

» Y es convexo,

» YN (-Y)cC{0}.

Esta dltima propiedad aparece porque el conjunto de produccién agregado no ne-
cesariamente verifica la propiedad de la imposibilidad de produccion libre. Es
decir, aunque para cada empresa individual no sea factible producir outputs sin in-
puts, ello puede resultar factible a nivel agregado. Para evitar esta situaciéon impo-
nemos un supuesto adicional sobre el conjunto de produccién agregado que deno-
minamos supuesto de irreversibilidad. La irreversibilidad dice Y N (=Y") C {0}.
Es decir, si una produccion agregada y # 0 es posible, la produccién —y no es
posible. La implicacion inmediata de este supuesto es que Y N IRl+ C {0}, es
decir que la economia en su conjunto no puede producir ningin output sin utili-
zar algin input. Esta propiedad se deriva de los supuestos de eliminacién libre e
irreversibilidad de los conjuntos de produccion individuales.

Definimos la correspondencia de oferta agregada, n(p) como 1 : IRl+ —Y,
donde a cada sistema de precios p € ]RlJr le asociamos el conjunto

n(p) = Zm(p)-
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Las propiedades de la correspondencia de oferta agregada se derivan directa-
mente de las propiedades sobre el conjunto de produccion agregado:

1. n(p) es homogénea de grado cero en p;
2. n(p) es cerrado y convexo para todo p € R, ;

3. Para cualquier p € R, tal que 7(p) sea no vacio, 7(p) es hemicontinua
superior en p.

4. Para cualquier p € ]RZJr tal que 7(p) sea no vacio, los beneficios agregados
se maximizan si y s6lo si cada empresa maximiza sus beneficios indivi-
dualmente, cuando las empresas toman el sistema de precios p como dado.
Formalmente decimos que para Y = .Y}, y parap* € R, tal que 7(p*)
sea no vacio, podemos afirmar que, y* € n(p*) < p*y* > p*y, Vy € Y,
donde

Zj y;l
Py = (pl,.-..0)) :

Lo =Yyt Y =D D Yk
Zj y;l J J k J

La expresion p*y tiene una definicion paralela.

3.4. Costes

En mercados perfectamente competitivos, el comportamiento maximizador de
beneficios permite obtener un volumen de produccidon que se caracteriza por el
hecho de que el coste de produccion asociado es minimo. Podemos pues, afirmar
que la conducta maximizadora del beneficio esta intimamente ligada a la conducta
minimizadora del coste.

El estudio de la minimizacion del coste es especialmente relevante cuando la
empresa no se comporta de forma competitiva en el mercado de outputs puesto
que en tal caso, no podemos utilizar la funcién de beneficios, tal como la hemos
definido; también, cuando el conjunto de produccion exhibe rendimientos no de-
crecientes a escala el problema de la minimizacién del coste se comporta mejor
que el problema de la maximizacion del beneficio.

Consideremos pues una empresa j que utiliza n inputs para producir m out-
puts (es decir m + n = [). Denotamos por z; € IR, un vector de inputs de la
empresa, y por §; € R’ un vector de outputs (notemos que ahora no utilizamos
la convencion de inputs negativos). Sea V;(7;) el conjunto de requerimientos de
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inputs para producir el vector de outputs ;. Supongamos que la empresa se com-
porta de forma competitiva en el mercado de inputs de manera que toma como
dado el vector de precios de los inputs w = (wy, ..., w,) € RY.

El problema que queremos abordar es el siguiente. Supongamos que por algu-
na razon la empresa ha decidido producir el vector de outputs y;. Para ello debe
escoger un vector de inputs tal que dado w, minimiza el coste de produccion de y;.
Formalmente, la empresa resuelve el problema

minwz; sujeto a z; € V;(7;)
Zj

Suponiendo que V;(7;) es cerrado y no vacio y que los precios de los inputs son
estrictamente positivos, este problema tiene solucion. Para comprobar que ello es
asi, consideremos un punto arbitrario z; € V;(y,). Dado que z; representa una
forma factible de producir g; al coste wz;, la solucién 6ptima no puede ser mas
cara. La solucién 6ptima es un vector 2} (w, 7) dentro del conjunto

12 € Vi(95) - w23, Vzy € Vi(;) }-

Si V;(7;) es cerrado, este conjunto es compacto de manera que la existencia de
solucion estd garantizada. A esta solucion z; (w, ) la denominamos funcion de
demanda condicionada de los factores.

El valor de la combinaci6n de inputs solucién de este problema (w2} (w, 7))
es una funcién ¢;(w, §;) que denominamos funcion de coste.

La figura 3.20 representa la solucién del problema de minimizacion de coste
para el caso de dos inputs. En esta figura representamos la funcién de costes a par-
tir del mapa de lineas isocoste y el conjunto de requerimientos de inputs asociado
al vector de produccion g;. Las rectas isocoste representan las combinaciones de
inputs que a los precios w, generan el mismo coste. Formalmente, dada la funcién
de coste

Cj (w, gj) = W1 %251 + WaZj2,
definimos la recta isocoste asociada al nivel de coste ¢ como,

L
Zj1 = w—l(C — /LUQZ]'Q).
La recta isocoste es decreciente, tiene pendiente —ws /w1, y corta al eje de orde-
nadas en el punto ¢/w;.

El problema de la empresa es escoger la combinacién de inputs en la linea
isocoste mas cercana al origen compatible con la produccion del vector y;. Este
problema es paralelo al problema dual del consumidor donde éste minimiza el
gasto de la cesta de consumo compatible con un nivel dado de utilidad.

Las propiedades de la funcion de coste son las siguientes:
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Figura 3.20: La minimizacion del coste.

i) La funcién de coste es homogénea de grado uno en w;
i1) La funcion de coste es no decreciente en y;;
ii1) La funcidn de coste es concava en w;
iv) La funcién de coste es continua en w.

La demostracion de estas propiedades sigue el mismo razonamiento que la
demostracioén de propiedades similares en la teoria del consumidor, de manera
que se dejan al lector como ejercicio (Ver Varian, 1992, pp. 86).

Estas propiedades de la funcidn de costes nos dicen que cuando sube el precio
de un factor (manteniendo constantes todos los demds) los costes no disminuyen
(propiedad (ii)) pero aumentan a una tasa decreciente (propiedad (iii)) porque la
empresa para minimizar el coste sustituird este factor por otros. La figura 3.21
ilustra este argumento.

Supongamos que z; es una combinacion de inputs minimizadora de coste a los
precios w*. Supongamos ahora que el precio del input & varia desde w;, a wy. Si la
empresa continua utilizando la misma combinacion de factores debera hacer frente
a unos costes C' = wy2j;, + >, W;zj, Ahora bien, esta no es una conducta
minimizadora de coste. El coste minimo de produccién tiene que ser inferior a
esa expresion. Este argumento es valido para cualquier variacion de cualesquiera
precios de los inputs. En consecuencia, (a) la funcién de costes debe encontrarse
por debajo de la recta C' = w2, + >on 21 WyZ5ps y (b) la funcidn de costes y la
recta C' = wyzjy, + >, wh25, deben coincidir en el punto wj. Ello implica que
la funcién de coste es concava con respecto a wj,.



Teoria de la empresa 109

A
h#k
______________ * * * * *
: Cj(wlv"'7wk717wk’wk+1a---awl)
|
|
I
|
|
I
|
|
|>)< >

Figura 3.21: La concavidad de la funcién de coste.

Por su parte, la funcién de demanda condicionada de factores 27 (w, z;) satis-
face las propiedades siguientes:

1) z; es homogénea de grado cero en w. es decir, si z; soluciona el problema
de la minimizacién de coste para (w, ;), entonces también es una solucién
minimizadora de coste para (aw, §;), o > 0.

ii) Si V;(7;) es convexo, el conjunto {z;} de soluciones del problema de mi-
nimizacién del coste para (w,y;) es convexo; Si V;(7;) es estrictamente
convexo, la solucidn es unica. La figura 3.22 ilustra este argumento.

iii) (Lema de Shephard) Supongamos que ¢;(w, ;) es continuamente diferen-
ciable en w (para un y; dado) al vector de precios w*. Sea z} una solucién
del problema de minimizacién del coste para (w*, 7;). Entonces,

. Ocj(w, ;)

Z5, = ,k=1,2,...,n.
i Owr (w3

iv) Siz}(w) es una funcién diferenciable en @, entonces Dz; (W, §;) = D*c;(w, ;)
es una matriz simétrica y semidefinida positiva con Dz} (w, ;) = 0.

Las dos primeras propiedades son triviales y su demostracion se deja al lector.
Veamos con detalle la demostracion del lema de Shephard.

Lema de Shephard. Sea z; una solucion del problema de minimizacion del coste
para (w*, g;). Definamos ahora la funcién

g(w) = ¢;(w, g;) — wzj.
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Figura 3.22: El conjunto de soluciones {2} }.
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Dado que ¢;(w, g;) es la forma mas barata de producir g, la funcién g(w) nunca
puede ser positiva, es decir, g(w*) = 0y g(w) < 0, w # w* Por lo tanto, esta
funcién alcanza su maximo valor en w*, de manera que satisfard la condicién de
primer orden dada por

dg(w) _ des(w", )
E)wk awk

]

Alternativamente, a partir de la concavidad de la funcién de coste, y utilizando
la figura 3.21 podemos ver que la pendiente de la funcion de coste evaluada en wyj;
es precisamente la pendiente de la recta tangente w;27, + > wj 2%, Por lo tanto,
dc;j/Owi|, = Zj;, que es el contenido del Lema de Shephard.

Diewert (1971) muestra una aplicacién del lema de Shephard en la resolucién
del problema de la minimizacion del coste.

3.5. Dualidad entre las funciones de coste y de pro-
duccion

De la misma manera como en la teoria del consumidor encontramos una dua-
lidad entre el problema de la maximizacion de la utilidad y la minimizacién del
coste, en la teoria del productor también podemos mostrar una dualidad entre el
enfoque de la funcién de produccién y el de la funcién de coste. Es decir, a partir
de una funcién de produccién podemos construir una funcién de costes, y al revés,
a partir de esa funcion de costes podemos recuperar la funcién de produccion.

La tecnologia y los costes estdn relacionados porque en la determinacion de la
funcién de costes, la empresa estd condicionada por la tecnologia. También en el
problema de la determinacién del volumen 6ptimo de produccidn, la tecnologia y
los costes aparecen en la restriccion y en la funcién de beneficios (funcién obje-
tivo) respectivamente. Esta relacion puede visualizaese a través de los mapas de
curvas isocuantas e isocoste.

Antes de estudiar esta relacion en detalle , ilustraremos con dos ejemplos como
obtener la funcién de coste de una empresa a partir de una tecnologia con dos
factores de produccion.

3.5.1. Dualidad produccion-coste. Ejemplos

Ejemplo 1
Consideremos una tecnologia Cobb-Douglas generalizada

y(21,20) = A2f2y, (3.3)
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donde y representa el bien producido, y las variables z; denotan los factores de
produccion. El objetivo del ejercicio es derivar la funcién de coste asociada a esta
funcién de produccién. Por simplicidad restringimos la tecnologia a dos factores
de produccién. Sin embargo, el argumento que desarrollaremos a continuacion es
trivialmente generalizable a un vector de inputs z = (21,...,2,) € R’.

El problema que queremos resolver lo formulamos como:

c(w,y) = min(wyz, +wazy) s.a y(z1, 20) = A2zl (3.4)

donde w;, denota el precio (competitivo) del factor k.

Desarrollamos la solucion del problema en tres pasos. En primer lugar ob-
tendremos las demandas condicionadas de ambos factores, y a continuacion ob-
tendremos la funcién de coste substituyendo las expresiones de esas demandas
condicionadas de factores.

Demanda condicionada del factor z;

A partir de (3.3) podemos obtener

@l

29 = (yA’lzfa>_ ,
de manera que el problema (3.4) puede reescribirse como

@l

c(w,y) = min w2, + wy <yA’1,zfa>
21

La solucion (interior) de este problema estd caracterizada por la condiciéon de
primer orden,

Jc Q 1,1 —of8
a—%:O:wl—BU@yﬁA HZI p .
Es decir,
8
21(w,y) = (%) Py A (3.5)

Demanda condicionada del factor 2z,

De forma paralela, a partir de (3.3) podemos obtener

1

2 = (yA—lz;ﬁ>*a’
de manera que el problema (3.4) puede reescribirse como

Q=

c(w,y) = min wezg + wy <yA_122_6>
22
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La solucién (interior) de este problema estd caracterizada por la condiciéon de
primer orden,

oc /6 1, 1 _—ofb
8_2;2 =0 = Wy — awly“A >Z9 R
Es decir,
zQ(w’y) = (&) a+ﬂyﬁAiﬁ, (3.6)
QW

Funcion de coste

Una vez calculadas las demandas condicionadas de factores, la funcion de
costes se define como

c(w,y) = wiz1(w,y) + waze(w, y). (3.7)
Substituyendo (3.5) y (3.6) en (3.7) y simplificando obtenemos,
_B_ __a o 8
__1 [/ o+ « atg] 1 s
clw,y) = AT (5) 77+ (F) T Jprei T
( ) /6 /6 1

El caso particular de los rendimientos constantes a escala, « + = 1, da lugar
a una funcién de coste

c(w,y) = A7 (1 — )" Tywfwy™®

Ejemplo 2
Consideremos una empresa con una funcién de coste
2
_ W2
C(’LU, y) = Wy —
4’LU1

y derivemos la tecnologia subyacente.

Demanda condicionada de los factores

En primer lugar, utilizaremos el lema de Shephard para obtener la demanda
consicionada de factores:

2
N c w
dlwy) === (3.8)
1
& w
G(wy)=—=y— ;- (3.9)

Wao 221]1
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Funcién de produccion

A continuacion, a partir de (3.9) obtenemos,

y =2+ —2 (3.10)
w1y

y a partir de (3.8) obtenemos,
wy = (4z102)2 = 222w, (3.11)

Finalmente, substituyendo (3.11) en (3.10) obtenemos la funcién de produccion:

1
y= f(z) =22{ + 2.

3.5.2. Analisis formal de la dualidad

Sea Y; C R! el conjunto de produccién de la empresa j. Supongamos por
simplicidad, que esta empresa sélo produce un output, y, utilizando [ — 1 factores.
Asi pues, podemos describir Y; como una funcion de produccion f; : ]ng ' - R4,
es decir y < f;(zj1,..., zji—1), para cualquier vector de inputs z; € Y; mientras
que cuando y es eficiente y = f;(zj1, ..., Zji—1).

Definamos una funcién de costes asociada a un sistema de precios arbitrario
w e ]Rf[ 'y a un nivel de produccién y como

-1

¢j(w,y) = H;Hl{z wizik 2z € Ry, y < fi(zn, - z-1) b
Tok=1

es decir, ¢;(w, y) especifica el coste minimo de producir el output y a los precios
de los inputs w. Esta definicion es andloga a la definicién de la funcién de gasto e;
del consumidor. En consecuencia podemos traducir directamente las propiedades
de la funcion de gasto del consumidor en propiedades de la funcion de coste.

Finalmente para mostrar la dualidad entre la funcion de costes ¢;(w, z;) y la
funcién de produccién f;(z;1,. .., 2j—1), construimos una funcién dual de ¢; en
la que proyectamos el vector de inputs en el output, es decir

-1

ci(zj1y -5 zji1) = max{y Zwkzjk > cj(w,y),w € R
k=1

Es facil demostrar (ver Blad-Keiding, 1990, cap.2) que esta funcién dual es preci-

samente la funcién de produccién original, es decir, ¢} (zj1, - - -, zji-1) = fj(2j1, -, 2ji-1)-

Para ilustrar esta dualidad, consideremos una empresa que produce un output
a partir de dos inputs y comparemos la relacion entre su tecnologia (produccion)
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Zjo A wo A
isocuanta isocoste

Zj1 w1

Figura 3.23: Dualidad entre produccion y coste.

y su conducta econdmica (costes). La figura 3.23 muestra las curvas isocuanta e
isocoste correspondientes a un nivel de produccion y.
La pendiente de la curva isocoste a los precios (w7, w3) es

dej(w*,y)
dwy(wi) — duwy  _ zp(why)
dw, dej(w*, y) zip(w*,y)
Ows

donde hemos utilizado el lema de Shephard.
La pendiente de la curva isocuanta es

0f;()
dzj2<z;1) _ 0zj1
del - 8f] (Z;) ’
ang

Si (2}, #},) minimiza los costes a los precios (wj, w;), necesariamente satis-

face la condicion de primer orden, de manera que

9fi(%))
U)_I _ (9zj1
wy  0f;(z)
82’]'2

Vemos pues que la pendiente de la curva isocuanta es precisamente el cociente
de los precios de los factores, mientras que la pendiente de la isocoste es precisa-
mente el cociente entre los niveles de los factores.
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ZjQ A W9 A

L
241 Wy

Figura 3.24: Dualidad entre produccion y coste (2).

La figura 3.23 nos permite también ilustrar la relacion entre la curvatura de las
dos curvas. Vemos que cuando la isocuanta es muy curvada, la isocoste es muy
lineal y viceversa. Supongamos que la situacion inicial esta representada por los
precios w y los niveles de factores z;. Consideremos un cambio de precios a w’
que nos desplaza significativamente a lo largo de la curva isocoste. Supongamos
que la pendiente de la curva isocoste a los nuevos precios no es significativamente
diferente, es decir, las combinaciones de factores minimizadoras de coste en am-
bas situaciones son parecidas. En términos de la figura 3.23 esto significa que la
isocuanta es muy lineal. En el caso extremo de la tecnologia Leontieff en la que
las curvas isocuantas tienen forma de L, las isocoste son rectas y viceversa, si la
funcion de costes de de tipo Leontieff, de manera que las curvas isocoste tienen
forma de L, obtenemos isocuantas lineales. La figura 3.24 ilustra este argumento.

Esta relacion entre tecnologia y costes podemos resumirla en las dos propie-
dades siguientes:

(i) Si f;(-) es homogénea de grado 1 en z (i.e. exhibe rendimientos constantes
a escala), entonces ¢;(+) y z;(-) son homogéneas de grado 1 en y.

(ii) Si f;(-) es concava, entonces ¢;(-) es convexa en y (en particular, los costes
marginales son no decrecientes en y).

Una forma sencilla de visualizar la relacion entre la tecnologia y los costes es
el caso de la produccion de un unico output y, en el que ademds los precios de
los inputs w estdn fijos. En este caso podemos denotar la funcion de coste como
C(y), la funcién de coste medio como C'Me(y), y la funcién de coste marginal
como C'Mg(y).

Como acabamos de ver, si el conjunto de produccién es convexo, la funcién
de coste es convexa en y. Por lo tanto el coste marginal es no decreciente y las
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condiciones de primer orden son suficientes para asegurar que y es también maxi-
mizador de beneficio al precio p.

La figura 3.25(a)-(f) muestra dos ejemplos de conjuntos de produccién conve-
xos en ausencia de costes fijos. En el primer ejemplo el conjunto de produccion
exhibe rendimientos estrictamente decrecientes a escala, mientras que en el segun-
do ejemplo los rendimientos a escala son constantes. En ambos ejemplos supone-
mos que hay un unico input cuyo precio se ha normalizado a 1. Los paneles (b)
y (d) muestran la funcién de coste como una rotacién de 90 grados de la funcién
de produccién. Los paneles (c) y (f) muestran los costes medios y marginales y la
curva de oferta con un trazo mds grueso.

Si la tecnologia no es convexa, la satisfaccion de la condicion de primer orden
ya no es suficiente para asegurar que y maximiza el beneficio. Los paneles (g)-
(i) de la figura 3.25 muestran una una funcién de produccién con rendimientos
crecientes para niveles bajos de input y rendimientos decrecientes para niveles
altos de input. El coste medio es pues decreciente al principio y creciente después.
El nivel de produccion correspondiente al minimo del coste medio se denomina
la escala eficiente de produccion. En este caso la funcion de oferta es discontinua.
Cuando p > C'Me(y) la empresa maximiza beneficio produciendo el tnico nivel
de y que satisface p = CMg(y) > CMe(y). Cuando, por el contrario, p <
C'Me(y), cualquier nivel de produccién y genera beneficios negativos, de manera
que la decision Optima de la empresa es producir y = 0.

Cuando la tecnologia conlleva costes fijos (o irrecuperables) el conjunto de
produccién no es convexo. La figura 3.26 muestra dos ejemplos de esta situacion.
En estos ejemplos la empresa incurre en un coste fijo si y s6lo si produce una
cantidad positiva de output. Es decir los costes son de la forma C'(y) = CV (y)+ K
paray > 0,y CV(0) = 0 donde C'V(y) que denota el coste variable, es una
funcién convexa. El panel (a)-(c) muestra el caso del coste variable estrictamente
convexo. Los paneles (d)-(f) muestran el caso del coste variable lineal. La funcién
de oferta en ambos casos se muestra en los paneles (c) y (f) respectivamente. En
ambos casos la empresa decidird producir cantidades positivas de output sélo si
los ingresos le permiten cubrir la suma del coste variable y el coste fijo K. En el
panel (f), la oferta 6ptima es y = 0 cuando p < p, mientras que es infinita para

p>D-

Por ultimo los paneles (g)-(i) de la figura 3.26 muestran el caso de los costes
irrecuperables, es decir C'(0) > 0. En otras palabras, ahora la funcién de costes
es C(y) = CV(y) + K para y > 0 de manera que la empresa debe pagar K
independientemente de que decida producir una cantidad positiva de output o no.
Como consecuencia la inaccion no es posible puesto que ello no evita a la empresa
afrontar el coste K. El coste variable es convexoy V' C(0) = 0. El comportamiento
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Figura 3.25: Tecnologia y coste (1).
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Figura 3.26: Tecnologia y coste (2).
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de la funcion de oferta, comparando las figuras 3.25(c) y 3.26(1), es el mismo que
si la empresa no tuviera que pagar el coste irrecuperable.

3.6. Ejercicios

1. Considere una funcion de produccion Cobb-Douglas con dos inputs:
f(z1,22) = Azf‘zgﬁ donde A, o, 3 > 0.
(a) (Bajo qué condiciones se cumple que el producto marginal del input
z1 es creciente y el del input z, es decreciente?

(b) (Bajo qué condiciones presentard la tecnologia rendimientos crecien-
tes a escala?

(c) Sidada una tecnologia de produccion los productos marginales de to-
dos los factores son decrecientes, ;implica esto necesariamente que
hay rendimientos decrecientes a escala?

2. Para cada una de las siguientes tecnologias calcule las funciones de de-
manda final de factores, la funcién de oferta de producto y la funcién de
beneficio.

@) f(z1,22) = (21 + 22)2.
(b) f(z1,22) = (min{zy,22})* donde « € (0, 1).

(©)
f<z):{o siz<l.

logz siz>1.
(d) Elasticidad de sustitucion constante (ESC):
f(z1,2) = (0 +2£)» donde p € (0,1) ya € (0,1).

(e) Cobb—Douglas (CD) con n factores de produccion:

f(z1y ey 2n) =727 donde o; >0y Zai < 1.

i=1
3. Para las tecnologias ESC y CD del ejercicio 2, calcule la proporcion del
ingreso que la empresa destina a la retribucion del factor i:
w;zi(p, w)
pa(p,w)

Compruebe que en el caso CD esta proporcion es constante, mientras que
en el caso ESC la proporcion depende del precio de los factores.
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4. Considere la funcion

1 1
H(p, wi,ws) = p2<— + —>
w1y Wa
(Es una funcion de beneficio? En caso afirmativo, calcule las funciones de
demanda final de factores y la funcion de oferta de producto.

5. Considere la funcion

I(p, wy,wy) = p"w?lwéb.
¢, Para qué valores de «, 31 y 3 es una funcion de beneficios? ; Cuédles son
las funciones de demanda final de factores y de oferta de producto corres-
pondientes?

6. Calcule las funciones de demanda condicionada de factores, la funcion de
coste y la funcién de coste marginal para las tecnologias (b), (d) y (e) del
ejercicio 2. Relacione el crecimiento o decrecimiento del coste marginal
con los parametros de la funcién de produccion. Para valores adecuados de
estos parametros, calcule la funcion de oferta.

7. Considere una empresa con funcién de produccion

q = f(z1,22) = 21 + 10/

(a) Calcule las demandas condicionadas de los factores, z;(w;, ws, q) (i =
1,2).

(b) Compruebe que para valores de ¢ suficientemente altos la funcién de

costes es 9

w
C(wh Wa, Q) = w1q — 25—17
W2

mientras que para valores suficientemente bajos de ¢, la funcién es
proporcional a ¢
(c) Dibuje c(wy, ws, q) para g > 0.

(d) Dibuje la funcién de coste marginal para dos valores distintos de w; .

8. Para una tecnologia de produccién basada en el uso de multiples factores
dada por la funcién
q=f(2),
donde z = (z1,. .., zm), considere las funciones de demanda condicionada
de los factores.
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(a) (Es posible que un aumento en la cantidad de output producida pro-
voque una reduccion en la demanda de alguno de los factores? Ilustre
graficamente su respuesta.

(b) Demuestre que si el coste marginal baja al aumentar el precio de un
factor, dicho factor es necesariamente un factor inferior.

(c) (Es posible que un aumento en el precio del bien producido tenga
como resultado una disminucion en el coste marginal de produccion
de dicho bien? Justifique su respuesta.

9. Una empresa tiene dos instalaciones con funciones de coste ¢;(q1) y ¢1(g2),
respectivamente (notese que dichas funciones tienen ya incorporados los
precios de los factores de produccion). Calcule la funcion de coste de la
empresa c¢(q) en los siguientes casos (g es la cantidad total de output; ¢ =

q1 + G2):
(a) 01(611) = Q%/Qa 02((12) = {2
) ci(q) =4/q1,  c2q) = 2/
©) ci(q) = 39%7 c2(q2) = q%-

10. Se sabe que las funciones de demanda condicionada de factores de una em-
presa son

Zl(wh W2, q ) (1 + 3w1 2 g)Qa 22(w17 w2, q ) (]' + bwl V2 g)q
Calcule los valores de los pardmetros a, by c.

11. Estudie si cada una de las siguientes funciones es una funcion de coste.
En caso afirmativo, encuentre las funciones de demanda condicionada de
factores y comente el tipo de tecnologia de produccion que genera dichas
funciones de coste.

( q) = q2(w1w2)

(b) c(wr, wq, q) = q(wr + Jwiws + w,).
( q) =4q
( q) = (¢ +

(@) c(wr,ws,q

() c(wy,ws,q

(w1 A/ W1W2 +w2)
DN

12. Un factor es inferior si su demanda condicionada disminuye con el nivel de

produccién. Es decir, %Iq”?q) < 0.

(d) c(wy,wq,q

(a) Tlustre graficamente la posibilidad de que un factor sea inferior.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

(b) Explique por qué cuando las funciones de produccion son homogéneas
no existen factores inferiores.

(c) Demuestre que si el coste marginal baja al aumentar el precio de un
factor, dicho factor es inferior.
Dada la funcién de coste
c(wy, ws, q) = wiwyq', @, f € (0,1),7>1
calcule las funciones de demanda condicionada de factores, la funcion de

oferta de producto y las funciones de demanda final de factores.

Dada la funcién de coste
P?+1 sig>0
c(q) = .
0 sig=20
calcule la funcién de oferta de producto.

Considere una empresa con funcion de coste
w;
c(wi, w2, q) = waq — .
4’(1)1

(Cual es la funcién de produccién de la empresa? (Utilice el lema de Shep-
hard).

Dada la funcién de produccién ¢ = f(z) = In(z + 1), donde z es el Gnico
input,
(a) derive la funcién de coste y la funcién de beneficio,
(b) compruebe que el lema de Shephard y el lema de Hotelling se cum-
plen.

Las funciones de oferta y demanda de una empresa competitiva con un
producto y dos factores de produccién son respectivamente ¢(p, wy, ws)

21(p, w1, we) y z2(p, wy, wy). Se sabe que a—q > 0. ¢ Qué podemos de-
w1y

822 821 821‘)

ow,” Owy” Op

Considere una empresa con una tecnologia de produccién Cobb—Douglas:

cir sobre los signos de

q:zf‘zg, a, 3> 0.

Suponiendo que la empresa toma los precios de mercado de output y de los
factores de produccién como dados,
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(a) Escriba el problema de maximizacion del beneficio de la empresa y
calcule la funcion de oferta de la empresa, q(p, wi, ws). ;Qué restric-
cion deben satisfacer los pardmetros v y 3 para que ¢* represente un
maximo? Relacione su respuesta con el concepto de rendimientos a
escala en la produccion.

(b) Calcule la funcién de beneficio de la empresa 7(p, wy, ws).

(c) Parael caso o« = 3 = 1/4, calcule la funcién de coste de la empresa, la
funcion de coste marginal, el nivel Optimo de produccion y el beneficio
maximo de la empresa.

(d) Demuestre que la primera ley de la oferta se cumple, es decir,

aq(pv Wi, w2)

> 0.
dp -

Demuestre también que

0
Qalpwrwa) gy
8wi
(e) Demuestre que la funcién de beneficios m(p, wq, w9) satisface las si-
guientes propiedades: (A) homogeneidad de grado 1 en (p, wy, ws);
(B) creciente con respecto al precio del output y decreciente con res-
pecto al precio de los inputs; (C) convexa en (p, wy, ws).

(f) Calcule las funciones de demanda incondicionales. Demuestre que la
primera ley de demanda de factores de produccion se cumple, es decir,

9x(pwi,wa) g g o
ﬁwi

(g) Suponga que los precios en el mercado de factores son w; = wy =
Encuentre la funcién de oferta de la empresa y represéntela grafic
mente.

1
3¢
a-



Capitulo 4

Teoria del equilibrio general

4.1. Introduccion

La idea de equilibrio conlleva implicita una situacion en el que las fuerzas que
operan sobre el mercado se compensan de manera que los agentes que intervienen
no tienen incentivos para desviarse de las decisiones que les han conducido a esta
situacion.

Hasta ahora hemos estudiado demanda y oferta en un solo mercado, sin tener
en cuenta que en una economia, (i) hay tantos mercados como bienes, (ii) los bie-
nes estan relacionados entre si, ya sea porque son sustitutivos o complementarios,
ya sea porque variaciones de los precios afectan a la renta disponible de los con-
sumidores y por lo tanto a sus decisiones de demanda. En una palabra, hasta ahora
hemos desarrollado modelos de equilibrio parcial.

Cuando introducimos estas interacciones entre los diferentes mercados de la
economia en el anélisis planteamos modelos de equilibrio general. Estudiaremos
pues, la forma como las condiciones de demanda y oferta de los diversos mer-
cados determinan simultdneamente los precios de equilibrio en cada uno de los
mercados.

Los modelos de equilibrio general pueden clasificarse de acuerdo con el poder
de mercado de los agentes en modelos de equilibrio general competitivo y en
modelos de equilibrio general con oligopolios. También podemos distinguir entre
modelos de equilibrio general de intercambio puro si las dotaciones de bienes en
la economia son exdgenas, y modelos de equilibrio general con produccion si los
bienes disponibles son el resultado de la actividad productiva de las empresas.

En este capitulo estudiaremos el modelo de equilibrio general competitivo,
tanto de intercambio puro como la version con produccion.

El primer ensayo de estudio de la interaccion entre los mercados se encuentra
en Elements of Pure Economics que Walras public6 en 1874. Fundamentalmen-
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te, la idea de Walras consisti6 en verificar que el nimero de ecuaciones coincidia
con el numero de incégnitas. Si las ecuaciones fueran lineales e independientes,
esto es una condicidn suficiente para la existencia de una solucién. Naturalmente,
cuando las ecuaciones son no lineales, como tipicamente serd el caso, y hay res-
tricciones adicionales en el sistema como la no-negatividad de las cantidades, este
método no asegura una solucién y por lo tanto no asegura la existencia de equi-
librio. En los afios cincuenta Arrow, Debreu y McKenzie independientemente al
principio y en colaboracién mads tarde utilizaron el enfoque del teorema de punto
fijo para demostrar la existencia de un equilibrio walrasiano. Esta aproximacién al
problema se conoce como el modelo de equilibrio walrasiano de Arrow y Debreu
(1954).

Edgeworth en su Mathematical Physics publicado en 1881 introdujo nuevas
herramientas de andlisis y nuevos conceptos de negociacion. La elaboracién mo-
derna de estas ideas se debe a Debreu y Scarf (1963) a partir del concepto del
nucleo de la economia.

4.1.1. Descripcion de la economia.

La economia estd compuesta per tres elementos: mercancias, consumidores y
productores.

» Las mercancias las identificamos por k = 1,2,...,[ y las suponemos per-
fectamente divisibles.

= El conjunto de consumidores lo denotamos por /. Los consumidores los
identificamos por ¢ = 1,2,...,m. Un consumidor ¢ estd descrito por una
tripleta (wj, ?j, X;) donde w; € ]Rl+ representa la dotacion inicial de re-
cursos del consumidor; =° representa una relacion de preferencias sobre el
conjunto de mercancias. Denotaremos como P el espacio de preferencias,
de manera que =" € P;y X; C ]Rﬂr representa el conjunto de consumo.
Un plan de consumo para el consumidor ¢ lo representamos como z; € X;.
Supondremos para simplificar X; = X Vi € I.

= El conjunto de empresas 1o denotamos por F'. Les empresas las identifica-
mos por 5 = 1,2,...,n. Una empresa j estd descrita por una tecnologia
representada por un conjunto de produccion Y; C ]Rl+.

= Una economia se describe por un vector

R17<Xi7>—i7 z) 7<Y> i|
[ + ~ iel’ \"7) jer

Notemos que consideramos una economia sin dinero ni sistema financiero.
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4.2. Economias de intercambio puro

Definicion 4.1 (Economia de intercambio). Una economia de intercambio E, es
una proyeccion del conjunto de consumidores sobre el espacio de caracteristicas
de los agentes, es decir

E:I—PxR,

El problema al que se enfrentan los agentes de una economia es como redistri-
buir los recursos iniciales w = (wy, ..., w,,) de la mejor forma posible. Supone-
mos pues que no hay ninguna actividad productiva en esta economia pero la natu-
raleza asigna a los individuos unos ciertos recursos iniciales como “mané caido del
cielo”. La decision de los consumidores es pues o bien consumir sus dotaciones
iniciales, o bien involucrarse en un proceso de intercambio de sus recursos inicia-
les para disefiar una cesta de consumo mejor. Este intercambio puede concebirse
bajo dos perspectivas diferentes. Por una parte podemos imaginar una economia
de trueque en la que un mecanismo de negociacion determina el resultado final
del intercambio. Hablaremos en este contexto de asignaciones en el niicleo de la
economia. Por otra parte, podemos imaginar un subastador anunciando precios y
un mecanismo de mercado para determinar las cestas finales de consumo. En este
escenario hablaremos de equilibrio walrasiano.

Definicion 4.2 (Asignacion de recursos). Una asignacion para una economia E
es una funcion que a cada consumidor i € I asocia una cesta de consumo x;,

f:]—>ﬂ€l+

iﬁl’i

Definicion 4.3 (Asignacion factible). Una asignacion factible para una economia E
es una asignacion f para E tal que la cantidad agregada de bienes se iguala a la
cantidad agregada de dotaciones iniciales

Zixikszi:Zwi Ezzl:wik-

i€l k=1 icl i€l i€l k=1

Definicion 4.4 (Asignacion eficiente). Una asignacion factible para una eco-
nomia E es eficiente (Pareto-optima) si no hay una asignacion factible alternativa
que permite mejorar a un agente sin que otro agente empeore. Formalmente, una
asignacion

IE(fl,...,%WJ
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es eficiente si satisface

iel i€l
iel el

Notemos que el criterio de eficiencia paretiana no contiene elementos distri-
butivos. Asi, por ejemplo, una asignacién que otorgue todos los bienes a un con-
sumidor y nada a los demds es eficiente aunque puede resultar poco satisfactoria
bajo otros criterios (equidad, justicia distributiva, etc). Para evitar este tipo de asig-
naciones eficientes, a menudo limitamos el conjunto de asignaciones eficientes a
aquellas que satisfacen una propiedad de “racionalidad individual”.

Definicién 4.5 (Racionalidad individual). Una asignacion x; € R, satisface la
propiedad de racionalidad individual si el consumidor i estd dispuesto a inter-
cambiar su dotacion inicial w; por una asignacion x; que le proporciona mayor
satisfaccion.

Esta propiedad contiene un supuesto implicito consistente en la propiedad por
parte de los agentes de sus recursos iniciales.

Definicion 4.6 (Coalicion). Una coalicion S es un subconjunto de I. El conjunto
de todas las coaliciones lo denotamos como ©.

Definicion 4.7 (Mejor asignacion para una coalicion). Una coalicion S € © pue-
de mejorar sobre una asignacion (bloquear) x para una economia E, si existe una
asignacion alternativa y para S tal que, sea factible para la coalicion y también
sea preferida para todos los miembros de la coalicion.

y
(44) Zyz = Zwi-

i€S €S

Definicion 4.8 (Ntcleo de la economia). El niicleo de una economia E, C(FE), es
el conjunto de las asignaciones factibles para F sobre las que ninguna coalicion
S € © puede mejorar.

Senalemos que una coalicién s6lo puede evitar (bloquear) asignaciones sobre
las que sus miembros pueden mejorar, pero no impone externalidades sobre los
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otros agentes de la economia que no pertenecen a la coalicion. Un anélisis detalla-
do del nicleo y de sus propiedades se encuentra en Hildenbrand y Kirman (1986,
cap. 3).

El ndcleo como concepto de solucidn alternativo al concepto de equilibrio ge-
neral competitivo (que definiremos a continuacién), tiene para una economia da-
da F algunas ventajas. En particular permite obtener soluciones interpretables en
contextos donde la solucién competitiva no tiene mucho sentido. Asi por ejemplo,
(i) en mercados con un nimero pequefio de agentes conscientes de su capacidad
para manipular el funcionamiento del mercado, éstos se comportaran estratégica-
mente; (ii) en mercados donde la tecnologia y/o las preferencias no son convexas;
(iii) en mercados donde los bienes no son perfectamente divisibles.

En contraste con estas situaciones, la justificacién del concepto de equilibrio
general competitivo radica en el supuesto de un numero grande de agentes (con-
sumidores y productores) que reconocen su incapacidad para afectar el funcio-
namiento del mercado y por lo tanto la imposibilidad de comportarse estratégi-
camente. Asi pues el estudio de este concepto de solucién sélo tiene verdadero
sentido en economias grandes.

Para ilustrar todos estos conceptos y el funcionamiento del modelo de equili-
brio general competitivo presentaremos primero una economia con dos agentes y
dos bienes. A continuacion supondremos que en nuestra economia de intercam-
bio £ hay un nimero arbitrariamente grande de consumidores, definiremos el
concepto de equilibrio y estudiaremos sus propiedades.

4.2.1. Una ilustracion: la economia de la caja de Edgeworth

Consideremos una economia con dos (tipos de) consumidores y dos mer-
cancias.! Los dos consumidores consideran los precios como dados. Cada consu-
midor posee una dotacion inicial de bienes w; = (w;1, w;2), ¢ = 1,2, de manera
que la dotacidn total de cada bien en la economia es Wy = wyy + wop > 0, k =
1,2.

Una asignacion factible es un vector no negativo de consumo = = (x1,z5) =
(11, 12), (w1, Te2)) tal que 1y + o < Wy, k= 1,2.

Podemos representar el conjunto de asignaciones factibles graficamente me-
diante una caja de Edgeworth como ilustra la figura 4.1. La altura de la caja re-
presenta la dotacion total de bien 2, w,, mientras que la anchura representa la
dotacion total de bien 1, w;. El vector de dotaciones iniciales w es un punto en
este espacio. Las dotaciones iniciales del consumidor 1 se describen por las coor-
denadas cartesianas tomando como origen la esquina inferior izquierda. Por su
parte las dotaciones iniciales del consumidor 2 se describen por las coordenadas

Esta seccién se basa fundamentalmente en Mas Colell et al. (1995, Cap. 15B)
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Figura 4.1: La caja de Edgeworth.

cartesianas tomando como origen la esquina superior derecha. Ambas dotaciones
iniciales son compatibles en un Unico punto porque las dimensiones de la caja
representan las dotaciones totales de bienes en la economia. El mismo razona-
miento describe una asignacion factible para ambos individuos como un punto z.
Formalmente, la caja de Edgeworth es pues el conjunto de asignaciones

Ep={x € R : xy, + 2o, < Wy, k=1,2}.

La riqueza inicial del individuo viene dada por el valor, al sistema de precios
dado, de sus dotaciones iniciales. Dado un sistema de precios p = (p, p2), larenta
del consumidor ¢ es pues m; = pw; = pyw;; + p2w;-. Esta renta define el conjunto
presupuestario del consumidor, B;(p) = {z; € R? : pz; < pw;}.

La figura 4.2 representa los conjuntos presupuestarios de los dos consumido-
res. Ambos conjuntos tienen la recta presupuestaria en comun. Esta es la recta
que pasa por el punto w de las dotaciones iniciales y tiene pendiente —(p; /ps). Es
importante observar que solo las cestas situadas sobre la recta presupuestaria son
factibles para ambos consumidores simultdneamente dado el sistema de precios p.

A continuacion, la figura 4.3 muestra las preferencias de los consumidores en
la caja de Edgeworth. Suponiendo preferencias estrictamente convexas, continuas
y fuertemente mondtonas, €stas estan representadas por los respectivos mapas de
curvas de indiferencia.

La derivacion grafica de la decision 6ptima del consumidor 1, dados un sistema
de precios p y una renta m,, se muestra en la figura 4.4 tal como estudiamos en el
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Figura 4.2: Los conjuntos presupuestarios.

capitulo sobre teoria de la demanda. El resultado de esta decision es una funcién
de demanda del consumidor 1 que expresamos como x1(p, pw; ).

Por ultimo, la figura 4.5 muestra la curva de oferta-precio del consumidor 1,
C'O1, es decir el conjunto de cestas Optimas para diferentes sistemas de precios.
Observemos que la recta presupuestaria pivota alrededor del punto de las dotacio-
nes iniciales w conforme varia el sistema de precios. Es importante sefialar que
para cualquier sistema de precios la dotacion inicial del consumidor 1 siempre es
factible (puesto que ya la tiene), de manera que cualquier punto sobre su curva
de oferta-precio debe ser al menos tan deseable como su dotacién inicial. En otras
palabras, la curva de oferta-precio es tangente a la curva de indiferencia asociada a
la cesta de dotaciones iniciales. Por lo tanto, dado w; podemos encontrar un siste-
ma de precios p tal que w; es el punto de tangencia entre una curva de indiferencia
y la recta presupuestaria.

Una vez recordado el andlisis grafico del proceso de decision del consumidor,
podemos combinar los procesos de decisiéon de ambos consumidores simultidnea-
mente. Este proceso de decision simultdneo consiste en determinar dado un sis-
tema de precios p, el intercambio que estdn dispuestos a implementar cada uno
de los consumidores. La figura 4.6 representa las demandas de ambos individuos
dado un vector de precios arbitrario p. Fijémonos que estas demandas son incom-
patibles. En términos del bien 2, el consumidor 1 tiene una dotacion inicial wys
mientras que quiere consumir una cantidad x;2, de manera que su demanda neta
de bien 2 es x5 —w12. Por su parte, el consumidor 2 tiene una dotacién inicial wss
y sélo quiere consumir x55 de manera que su oferta neta de bien 2 es wsy — 99,
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Figura 4.3: Mapas de indiferencia.

pero la oferta neta de bien 2 por parte del consumidor 2 no es suficiente para sa-
tisfacer la demanda neta del consumidor 1. En resumen, a los precios p, hay un
exceso de demanda de bien 2. De forma similar podemos verificar que existe un
exceso de oferta de bien 1.

La nocién de equilibrio general competitivo nos dice que los consumidores
deben poder satisfacer sus demandas y ofertas netas de bienes a los precios que
prevalecen en cada mercado. Formalmente,

Definicion 4.9. Un equilibrio walrasiano para la economia de la caja de Edge-
worth es un sistema de precios p* y una asignacion v* = (x%,x3) en la caja de
Edgeworth tal que

La figura 4.7 muestra una situacion de equilibrio en la que la demanda neta
de cada bien coincide con su oferta neta. La figura 4.8 presenta la caracterizacion
completa del equilibrio. Muestra las curvas de indiferencia tangentes en la asig-
nacion z* de equilibrio, las curvas de indiferencia que pasan por las dotaciones
iniciales w, y las curvas de oferta-precio.

El conjunto de equilibrios walrasianos es pues

W(w,p) ={z* € Eg :Vz; € Bi(p), af =iz i=1,2.}

En el equilibrio x* las curvas de oferta CO; y C'O; se intersectan. De hecho

cualquier punto de interseccion de las curvas de oferta en una asignacién diferente
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Figura 4.4: La demanda del consumidor 1.

de w corresponde a un equilibrio porque en ese punto de interseccion las cestas de
consumo correspondientes para cada consumidor son 6ptimas dado que la recta
presupuestaria pasa por w y es un plano tangente en x*.

Tanto la figura 4.7 como la figura 4.8 muestran un equilibrio walrasiano en el
interior de la caja de Edgeworth. Podemos tener también equilibrios en el limite
de la caja de Edgeworth. La figura 4.9 muestra un ejemplo de esta situacion. A los
precios p*, las demandas netas de ambos consumidores son compatibles.

Recordemos que las funciones de demanda de los consumidores son homogé-
neas de grado cero en precios y renta. Ello quiere decir que si p* es un equilibrio
walrasiano, un sistema de precios ap*, a > 0 también es equilibrio. Por lo tanto,
en equilibrio sélo los precios relativos p; /p, quedan determinados.

El analisis realizado hasta ahora ha servido para identificar un equilibrio wal-
rasiano. La caja de Edgeworth resulta también 1til para estudiar la multiplicidad
y la existencia de equilibrio.

La figura 4.10 muestra una situacion de multiplicidad de equilibrios competiti-
vos. En este ejemplo, las preferencias de los consumidores son tales que las curvas
de oferta-precio se cruzan varias veces, de manera que cada sistema de precios al
que ocurre una interseccion es un equilibrio walrasiano.

Finalmente, la figura 4.11 muestra una primera situacion de no existencia de
equilibrio. En ésta la dotacidn inicial de recursos se encuentra en el limite de la
caja de Edgeworth. El consumidor 2 tiene toda la dotacién de bien 1 y sélo quiere
consumir bien 1. El consumidor 1 tiene toda la dotacién de bien 2 y su mapa de
indiferencia muestra curvas con pendiente infinita en w. Supongamos un sistema
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Figura 4.5: La curva de oferta del consumidor 1.

de precios arbitrario p tal que ps/p; > 0. La demanda 6ptima del consumidor 2
es consumir precisamente su dotacion inicial w,. El consumidor 1 por su parte
desea comprar bien 1 puesto que la recta de precios no es tangente en w; a la
curva de indiferencia (cuya pendiente en ese punto es infinita). Si por el contrario,
nuestro sistema de precios arbitrario es tal que ps/p; = 0, la demanda de bien 2
por parte del consumidor 1 es infinita. El problema que provoca la no existencia
de equilibrio en este ejemplo es la no monotonicidad fuerte de las preferencias del
consumidor 2.

La no convexidad de las preferencias también puede provocar la no existencia
de equilibrio. La figura 4.12 ilustra el argumento. El consumidor 1 tiene prefe-
rencias no convexas, de manera que su curva de oferta es discontinua y la unica
interseccidn con la curva de oferta del consumidor 2 ocurre en w.

Analisis de Bienestar

Presentamos a continuacion el andlisis normativo del modelo de equilibrio
general competitivo de intercambio puro estudiando sus propiedades de bienestar.
El concepto que utilizamos es el de optimalidad de Pareto.

Definicion 4.10. Decimos que una asignacion x en la caja de Edgeworth es dpti-
ma de Pareto si no existe otra asignacion alternativa ¥ factible tal que T; 7~; x;
parai = 1,2y x; =; x; para algiin i.

La figura 4.13(a) presenta un ejemplo de asignacién x que no es dptima de
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Figura 4.6: Intercambio incompatible.

Pareto. Cualquier asignacion dentro del drea coloreada, la interseccion de los res-
pectivos conjuntos de planes de consumo no peores que x;, €s una asignacion
factible que mejora la satisfaccion de ambos consumidores simultdneamente.

Las asignaciones en los paneles (b) y (c) de la figura 4.13 son 6ptimas de
Pareto. En el panel (b) la asignacién x es la inica de la interseccion de los respec-
tivos conjuntos de planes de consumo no peores que x;. Sefialemos que cuando
una asignacion Optima de Pareto se encuentra en el interior de la caja de Edge-
worth, estd caracterizada por la tangencia de las dos curvas de indiferencia que
pasan por x. El panel (c) muestra una asignacioén 6ptima de Pareto situada en el
limite de la caja de Edgeworth. En tal situacion la tangencia entre las curvas de
indiferencia puede no aparecer. Podemos pues, definir el conjunto de asignaciones
Optimas de Pareto como

El conjunto de todas las asignaciones 6ptimas de Pareto se denomina conjunto
de Pareto. El subconjunto de asignaciones 6ptimas de Pareto que se encuentran
entre las dos curvas de indiferencia que pasan por la dotacion inicial de bienes w
se denomina curva de contrato. La figura 4.14 presenta un ejemplo de conjun-
to de Pareto y de la curva de contrato asociada. En otras palabras, la curva de
contrato es el conjunto de aquellas asignaciones Optimas de Pareto con las que
ambos consumidores obtienen por lo menos el mismo nivel de satisfaccion que
con sus dotaciones iniciales. Este es el conjunto de asignaciones candidatas a apa-
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Figura 4.7: Equilibrio walrasiano.

recer como resultado del intercambio entre ambos consumidores. Formalmente,
la curva de contrato es el conjunto de asignaciones de equilibrio que satisfce la
racionalidad individual,

Po={x€ PO :x; =; w;, i=1,2}.

También, como veremos mds adelante, estas asignaciones son candidatas a ser
la solucién de un proceso de negociacion entre los consumidores, es decir a formar
parte del niicleo de la economia.

Qué relacion podemos determinar entre las asignaciones de equilibrio wal-
rasiano y las asignaciones Optimas de Pareto? La respuesta a esta pregunta se
concreta en los denominados teoremas fundamentales del bienestar.

Teorema 4.1 (Primer teorema del bienestar). Supongamos que las preferencias
son un preorden completo, convexas, y no saciables localmente. Entonces, las
asignaciones de equilibrio walrasiano son optimas de Pareto.

La demostracion formal de este resultado la veremos en la seccion 4.2.6. Vea-
mos ahora su contenido intuitivo. La definicion de equilibrio walrasiano identifica
asignaciones sobre la recta presupuestaria para las que dos curvas de indiferencia
son tangentes. Por lo tanto en una asignacién como esta no podemos encontrar
otra asignacion factible que permita mejorar a ambos consumidores simultanea-
mente. Asi pues, cualquier asignacion de equilibrio de Walras necesariamente es



Teoria del equilibrio general 137

4 A /(/7()] 02
N
P
CO;q Uy
w
U9 p'
O] v >

Figura 4.8: Caracterizacion del equilibrio walrasiano.

una asignacién 6ptima de Pareto. Ademds, dado que en una asignacién de equili-
brio cada consumidor debe obtener por lo menos el nivel de utilidad que le pro-
porciona su dotacion inicial, necesariamente tal asignacion debe encontrarse en la
curva de contrato.

Consideremos a continuacién la proposicion inversa. Consideremos una asig-
nacién 6ptima de Pareto. Podemos encontrar un sistema de precios que soporte
esta asignacion como equilibrio walrasiano? La respuesta es no siempre.

La figura 4.15 ilustra el caso en el que la respuesta es afirmativa. Cuando las
preferencias de los consumidores son regulares, podemos identificar una asigna-
cién Optima de Pareto como la tangencia de dos curvas de indiferencia. La pre-
gunta es pues si podemos dibujar un (hiper)plano tangente a ambas curvas de
indiferencia que represente el sistema de precios. Como vemos en el grafico de
la izquierda de la figura 4.15 podemos efectivamente hacer pasar una recta por
la asignacién x, de manera que el sistema de precios p* permite implementar x
como asignacion de equilibrio competitivo. Sin embargo, este hiperplano también
debe ser compatible con la asignacion inicial de recursos. Por tal razén no siempre
podremos implementar una asignacién paretiana como equilibrio walrasiano.

La figura 4.16 ilustra una situacion de cardcter diferente en la que la asignacion
Optima de Pareto no es implementable como equilibrio walrasiano. La razén de
ello es la no convexidad de las preferencias del consumidor 1. En particular, la
asignacion z es eficiente en el sentido de Pareto pero no hay ningin vector de
precios que la soporte. Dado un sistema de precios p, el consumidor 1 prefiere la



138 4.2 Economias de intercambio puro

< 4 U2
e
Uy
w
U9 P’
01 Ny >

Figura 4.9: Un equilibrio en el limite de la caja de Edgeworth.

cesta T a la cesta x mientras que el consumidor 2 prefiere la cesta x a la cesta .
Estos argumentos permiten ilustrar el segundo teorema del bienestar.

Teorema 4.2 (Segundo teorema del bienestar). Cuando las preferencias de am-
bos consumidores son convexas, continuas y fuertemente mondtonas, cualquier
asignacion optima de Pareto puede soportarse como equilibrio walrasiano con
las adecuadas transferencias entre los consumidores.

La figura4.17 ilustra el contenido del teorema considerando dos tipos de trans-
ferencias entre ambos consumidores. El panel (a) considera una transferencia de
riqueza a través de impuestos; el panel (b) considera una transferencia de dotacio-
nes iniciales.

Supongamos una situacion inicial con una dotacion inicial de bienes w. Supon-
gamos también que por razones distributivas, socialmente es deseable alcanzar la
asignacion Optima de Pareto x*. Una posibilidad, ilustrada en la figura 4.17(a), es
transferir a través de impuestos (de tipo lump-sum) riqueza entre ambos consu-
midores. Ello desplaza la recta presupuestaria paralelamente de manera que corte
al conjunto de Pareto en x*. Asi pues dado el sistema de precios p*, la asignacion
Optima x* vacia los mercados y puede implementarse como equilibrio walrasiano.

Alternativamente, como muestra la figura 4.17(b), tal asignacién x* puede al-
canzarse transfiriendo, por ejemplo, una parte de la dotacién de bien 1 del con-
sumidor 1 al consumidor 2 de manera que la nueva dotacién inicial de recursos
es w. A partir de esta nueva dotacion inicial y dado el sistema de precios p*, la
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Figura 4.10: Multiplicidad de equilibrios walrasianos.

asignacién x* emerge como equilibrio walrasiano. El mismo resultado podria ob-
tenerse transfiriendo bien 2 del consumidor 1 al consumidor 2 de manera que la
nueva dotacioén inicial seria w. Finalmente, también podriamos implementar una
transferencia de bienes desde w directamente a x* con lo que obtendriamos la
asignacion deseada sin intercambio entre los consumidores. El problema con es-
te tipo de razonamiento es que no siempre es ficil transferir dotaciones iniciales
especialmente cuando entre éstas consideramos e.g. el capital humano.

El segundo teorema del bienestar permite separar los problemas de distribu-
cién de los problemas de eficiencia. El mecanismo competitivo nos permite im-
plementar la asignacion 6ptima de Pareto que deseemos con independencia de
criterios distributivos. Es decir, podemos identificar la asignacién que genera una
distribucién de recursos “justa” y sabemos que podemos encontrar un sistema de
precios que la soporte.

Analisis formal del intercambio

Consideremos una economia con dos consumidores y dos bienes. Supongamos
que las demandas del consumidor ¢, ¢ = 1, 2 vienen dadas por x;1(p), z;2(p). Para
que estas demandas puedan ser de equilibrio han de satisfacer que para el sistema
de precios p, z1x(p) + T2x(p) = Wy, k = 1,2. Reescribiendo estas expresiones
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Figura 4.11: No existencia de equilibrio walrasiano (1).

en términos de las demandas netas obtenemos

(211(p) — wi1) + (z21(p) — wa1)

W1 0,
(x12(p) — wi2) + (T22(p) — waz) = 0.

de manera que la suma de demandas netas de cada bien ha de ser nula. Definamos
ahora para simplificar la notacidn, la funcion de exceso de demanda del bien k para
el consumidor i como e;(p) = i, (p) — wix, de manera que podemos reescribir
el anterior sistema de demandas netas en términos de las funciones de exceso de
demanda,

e11(p) + exa(p) =0,
e12(p) + exn(p) = 0.

Podemos finalmente definir la funcion de exceso de demanda agregada del bien k
como zx(p) = e1x(p) + eax(p), lo que nos permite definir el equilibrio walrasiano
como un vector de precios p* y una asignacion x* tal que z(p*) = 0,k = 1, 2.

Una propiedad de estas funciones agregadas de exceso de demanda es la deno-
minada Ley de Walras que dice que la suma del valor de las funciones de exceso
de demanda agregada es idénticamente igual a cero.

Lema 4.1 (Ley de Walras). Vp, p121(p) + pa22(p) =0
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Figura 4.13: Optimalidad de Pareto.

Demostracion. Consideremos el consumidor 1. Cualquier cesta de consumo, da-
do un sistema de precios arbitrario, ha de ser factible, es decir Vp, p1x11(p) +
p212(p) = prwii+pawiz lo que podemos expresar como prey (p) +p2ei2(p) = 0.
Paralelamente, la decision de consumo del individuo 2 podemos expresarla
como prea (p) + paeaa(p) = 0.
Sumando ambas expresiones obtenemos p;(e11(p) + e21(p)) + pa(ein(p) +
e22(p)) = 0 que es el contenido de la ley de Walras. O

Corolario 4.1. Si la demanda se iguala a la oferta en cada uno de los | — 1
mercados de la economia, en el mercado | también se verifica la igualdad entre
oferta y demanda.

Demostracion. Dado que la ley de Walras se verifica para un sistema arbitrario
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Figura 4.14: El conjunto de Pareto y la curva de contrato.

p*

Figura 4.15: El segundo teorema del bienestar (1).

Figura 4.16: El segundo teorema del bienestar (2).
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Figura 4.17: El segundo teorema del bienestar.

de precios, también se debe verificar para el sistema de precios que hace que el
exceso de demanda agregada de un bien es cero. Sea pues p* el sistema de precios
para el que z;(px) = 0. De acuerdo con la ley de Walras, debe verificarse que
p*z1(p*) + p*zo(px) = 0. De estas dos igualdades se deduce que z(p*) = 0
también. [

Asi pues el sistema de [ ecuaciones que caracteriza el equilibrio de Walras en
una economia con [ bienes, sélo tenemos [ — 1 ecuaciones linealmente indepen-
dientes, de manera que en el equilibrio s6lo obtenemos [ — 1 precios indepen-
dientes. La normalizacion del sistema de precios (ya sea definiendo un bien como
numerario, ya sea definiendo el sistema de precios en un simplex) completa la
caracterizacion de los precios.

Primer teorema del bienestar

Una vez obtenido el sistema de precios de equilibrio, derivamos las demandas
de equilibrio y caracterizamos el intercambio entre los consumidores. La pregunta
que nos hacemos ahora es si el intercambio conduce a una asignacion 6ptima de
Pareto. Este es el contenido del primer teorema del bienestar

Teorema 4.3 (Primer teorema del bienestar). Supongamos que las preferencias
son un preorden completo, convexas, y no saciables localmente. Entonces, las
asignaciones de equilibrio walrasiano son optimas de Pareto.

Demostracion. En esta economia de dos consumidores y dos bienes podemos de-
mostrar este teorema por contradicion.

Consideremos pues una asignacién x que sea equilibrio walrasiano y supon-
gamos que no es Optima de Pareto. Esto quiere decir que existe una asignacion
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factible x preferida para ambos consumidores simultdneamente, es decir 9z € Ep
tal que z; =; x;,© = 1,2. Ahora bien, si = es una asignacion de equilibrio, por
la propia definicién de equilibrio, quiere decir que cada consumidor ha escogi-
do la mejor cesta de consumo dentro de su conjunto factible. Necesariamente
pues, si para ambos consumidores se verifica que z; =~; x; ello debe implicar que
T & Bi(p), es decir

P1T11 + P21z > Prwin + Palo

DP1T91 + Palaz > P1Way + Palag.

Sumando ambas expresiones obtenemos

P1(Z11 + Zo1) + p2(T12 + Taz) > pr(win + war) + po(wiz + was). 4.1)

Como 7 es factible, debe verificarse

T11 + To1 = wi1 + wo 4.2)

T1g + Toy = Wig + Wao. 4.3)
Substituyendo (4.2) y (4.3) en (4.1) obtenemos

p1(wi1 + war) + p2(wiz + wag) > pr(wir + war) + p2(wig + waa),
que es una contradiccion. [

Este teorema nos dice que cuando las preferencias son regulares, en equilibrio
los agentes de la economia obtienen todas las posibles ganancias del intercambio.
Es oportuno recordar ahora que el criterio de la optimalidad de Pareto no contiene
ninguna consideracion normativa sobre la distribucion de los recursos entre los
agentes de la economia en equilibrio.

El teorema exige que las preferencias sean regulares. Esto quiere decir, en
particular, que deben satisfacer la no saciabilidad local y la convexidad. Veamos
qué ocurre cuando se viola alguno de estos supuestos.

La figura 4.18 ilustra el caso de preferencias saciables localmente. En este caso
las curvas de indiferencia pueden ser “anchas”. Todas las cestas de consumo en u5
estan saturadas (mayor cantidad no proporciona mds satisfaccion). La asignacién
7 es una asignacion de equilibrio competitivo pero no es 6ptima de Pareto porque
tanto  como z* son asignaciones preferidas para el consumidor 1 sin que empeore
la situacion del consumidor 2.

La figura 4.19 ilustra una situacion en la que los bienes no son perfectamen-
te divisibles (las preferencias no son convexas). Dada una dotacién inicial w =
(0,2;4,0), consideremos las asignaciones z* = (3,0;1,2),z = (1,1;3,1),7 =
(2,1;2,1) y un sistema de precios p*. Supongamos las preferencias siguientes
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Figura 4.18: Curvas de indiferencia “anchas”.

Consumidor 1 z* >; w >=; x y todas las demds asignaciones por debajo de la
linea de precios. Ademas, = > x*

Consumidor 2 xx 5 x. También, x* =5 W y todas las demds asignaciones

~J

(excepto T) por debajo de la linea de precios (respecto a 05)

En este escenario podemos concluir que z* es una asignacion de equilibrio wal-
rasiano y p* es el sistema de precios que permite implementar z*. Ahora bien, =*
no es 6ptima de Pareto porque T =1 &* y T ~y z*.

4.2.2. El modelo walrasiano de equilibrio general competitivo

Una vez introducidos todos los elementos podemos ofrecer la descripcion
completa del modelo competitivo para una economia de intercambio con conjunto
I de consumidores y [ bienes. Esta contiene los siguientes elementos:

. : oo R
(1) el espacio de mercancias: R’
(i1) el conjunto de consumidores /, donde ¢ € I esta descrito por

= un conjunto de consumo: X; = X C R,
= unas preferencias: =€ P,

= una dotacién inicial de recursos: w; € R,
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Figura 4.19: Bienes no divisibles.

(i11) un sistema de precios: p € IRZ+,
(iv) un conjunto presupuestario: B;(p, w;), Vi € I,

(v) un conjunto de demanda: ®;(=%, w;, p), Vi € I.

4.2.3. Equilibrio de Walras

Dado un sistema de precios, los agentes demandan la mejor cesta de consumo
dentro de sus conjuntos presupuestarios. Si la demanda total se iguala a la oferta
total para todos los bienes, decimos que la economia se encuentra en un equili-
brio de Walras. En este equilibrio, el sistema de precios permite descentralizar el
problema de la asignacion de recursos. Formalmente,

Definicion 4.11 (Equilibrio de Walras). Un equilibrio de Walras para una econo-
mia E es una asignacion © € R', y un sistema de precios p € Rﬂr tal que,

?ii € CI)i(>i’w2-’p), Vi € [7

Y

! !
szzk = Zzwzk
k=1 iel k=1 iel
Definicion 4.12 (Asignacion de Walras). Una asignacion T para una economia E
para la que existe un sistema de precios p tal que (T, p) es un equilibrio de Walras,
se denomina una asignacion de Walras. El conjunto de asignaciones de Walras lo
denotamos como W (E).
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Definicion 4.13 (Sistema de precios de Walras). Un sistema de precios p para una
economia E para la que existe una asignacion T tal que (T,p) es un equilibrio
de Walras, se denomina un sistema de precios de equilibrio. El conjunto de estos
sistemas de precios lo denotamos como 11(E).

4.2.4. Existencia de equilibrio de Walras

Implicitamente hemos definido una economia sin tener en cuenta el dinero ni
las instituciones financieras. La consecuencia inmediata de esto es que la unica
informacién relevante son los precios relativos y no sus valores absolutos. Por lo
tanto podemos escoger una representacion del espacio de precios que nos resulte
conveniente. Esta representacion consiste en imponer una normalizacién de los
precios. Esta normalizacion puede realizarse fundamentalmente de dos maneras.
Podemos fijar el precio de una mercancia k en la unidad, p, = 1, de manera
que el intercambio en esta economia se realiza en términos de este bien cuyo
precio estd normalizado que denominamos el numerario de la economia. Alter-
nativamente podemos fijar en la unidad la suma de todos los precios de todas las
mercancias de la economia, 22:1 pr = 1. En este caso, cada precio esta relati-
vizado con respecto a la suma de los precios, es decir, redefinimos cada precio
Pk €OMO P, = p/ >, Pr, de manera que la suma de los precios asi normalizados
es siempre la unidad. Finalmente y abusando de notacién, expresamos los precios
Pr como py. porque no hay lugar a confusion. El espacio en el que representamos
estos precios se denomina el simplex unitario y lo denotamos como A'~! puesto
que estd definido en el espacio de dimension [ — 1 correspondiente a los [ — 1
precios linealmente independientes. Formalmente,

l
ATt ={p:peR,, D> p=1}
k=1

Adoptaremos esta normalizacion en nuestro andlisis.

Geométricamente el simplex unitario es un tridngulo generalizado en el espa-
cio [ — 1 dimensional. Para el caso de [ = 2, el simplex unitario es un segmento
desde el punto (1,0) al punto (0,1). Para I = 3 es un tridngulo con vértices en
(1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1). La figura 4.20 representa ambos casos.

La demanda de un consumidor es un vector en el espacio ]Rl+. Para cada con-
sumidor ¢ € [ definimos su demanda x;(p) en funcién del sistema de precios
p € A1 es decir,

z; s AT — ]RlJr

p—
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Figura 4.20: El simplex unitario en R? y en IR®.

En esta version de la economia, la oferta individual de bienes esta descrita por
las dotaciones iniciales w; € IR, de bienes. Agregando las funciones individuales
de demanda y de oferta obtenemos la funcidn de exceso de demanda agregado,
z(p) que representa demandas no satisfechas (como coordenadas positivas) y ofer-
tas innecesarias (como coordenadas negativas). Formalmente,

z: AP S R
p— Zz donde

z(p) = me(p) - Z Wik

i€l i€l

es decir, z(p) = (21(p), 22(p), - . ., z1(p)) € R donde z;(p) representa el exceso
de demanda agregado del bien £ a los precios p.

Estudiamos a continuacion las propiedades de la funcion de exceso de deman-
da agregada. Estas son tres:

Proposicion 4.1. Si para cada consumidor © € I, la funcion de utilidad u; es
continua, estrictamente creciente y estrictamente cuasiconcava en IR'., entonces
para cualquier sistema de precios estrictamente positivos, la funcion de exceso de
demanda agregada satisface,

1. Continuidad. =(p) es una funcion continua (y por lo tanto la RMS es decre-
ciente).

2. Homogeneidad de grado cero.

Vpe AT N >0, 2(\p) = 2(p).
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3. Ley de Walras
l
Vpe A pa(p) = pear(p) = 0.
k=1

Demostracion. La continuidad se deriva de la continuidad de las funciones de
exceso de demanda individuales.

La homogeneidad de grado cero se deriva de la homogeneidad de grado cero
en precios de las funciones de exceso de demanda individuales.

La ley de Walras nos dice que el valor del exceso agregado de demanda siem-
pre es cero para cualquier sistema de precios positivos. La ley de Walras se verifica
porque cuando las funciones de utilidad de los consumidores son estrictamen-
te crecientes, la restriccion presupuestaria de cada consumidor se satisface con
igualdad. (Veremos que debemos ser mas cuidadosos en la formulacion de la ley
de Walras en las economias con produccion). En este caso pues, podemos escribir
la restriccion presupuestaria del individuo ¢ como

m

Zp’f (zik(p, pw;i) — wir) = 0.

k=1

Sumando sobre el conjunto de consumidores obtenemos,

Z Zpk (xik(p>pwi) — wik) =0.

iel k=1
Dado que la suma es conmutativa, podemos reescribir la expresion anterior como,
m
E E i (i (p, pw;) — wy) = 0.
k=1 i€l

A su vez, dado que p; no estd afectado por la suma sobre el conjunto de consumi-
dores, podemos escribir,

Zpk: sz‘k(ﬂpwi) - sz‘k = 0.
k=1 el el

La expresion entre paréntesis es precisamente la definicion del exceso de demanda
agregado del bien k£, de manera que podemos escribir,

> prz(p) = 0.
k=1
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Concluimos pues que dado un sistema de precios p, cualquier exceso de de-
manda en el sistema de mercados debe compensarse exactamente con un exceso
de oferta de igual valor. A su vez, si para un sistema de precios [—1 mercados estan
en equilibrio, la ley de Walras asegura que el /[-ésimo mercado también estard en
equilibrio. Como hemos comentado en el caso de dos bienes y dos consumidores,
el sistema de [ ecuaciones que caracteriza el equilibrio de Walras en una economia
con [ bienes, sélo tenemos [ — 1 ecuaciones linealmente independientes, de manera
que en el equilibrio s6lo obtenemos [ —1 precios independientes. La normalizacién
del sistema de precios completa la caracterizacion del equilibrio. [

Ahora podemos redefinir el equilibrio de Walras a partir de la funcién de ex-
ceso de demanda agregado.

Definicion 4.14 (Equilibrio de Walras). Decimos que un vector p* € A=! es un
vector de precios de equilibrio si z(p*) < 0, con p;, = 0 para aquellos bienes k
tales que z,(p*) < 0.

En otras palabras, p* es un vector de precios de equilibrio si oferta y demanda
se igualan en todos los mercados (con posible exceso de oferta de bienes libres).

Cuando en una economia existen bienes de libre disposicion (el agua de la llu-
via, el aire, el acceso al mar para navegar, ...) seguramente no tiene sentido hablar
de la propiedad de estos bienes. Esto plantea una indefinicion sobre la diferencia
entre un precio igual a cero o la ausencia de ese precio. Esta es una cuestion mas
alla del objetivo de estas notas, de manera que cuando la cuestion surja, supondre-
mos que los bienes libres que puedan existir en la economia se obtienen a precio
cero y se (pueden encontrar) encuentran en exceso de oferta.

Teorema 4.4 (Existencia de equilibrio de Walras). Supongamos z : A=! — R!
es continua y satisface la ley de Walras, pz(p) = 0. Entonces, existe un vector
de precios p* € A'"! tal que z(p*) = 0, es decir p* es un vector de precios de
equilibrio (en el sentido de la definicion anterior).

Demostracion. Las condiciones del teorema estan garantizadas a partir de la pro-
posicion 4.1.

Imaginemos que un “subastador” anuncia precios. Tras cada anuncio, p €
A=, el mercado reacciona con un vector de exceso de demanda z(p). Este vector
de demandas netas nos dird que algunos bienes se encuentran en exceso de oferta
y otros en exceso de demanda. Con esta informacion el subastador confecciona
un nuevo vector de precios aumentando el precio de aquellos bienes en exceso
de demanda y rebajando el precio de los bienes en exceso de oferta. Tras este
nuevo anuncio p’ € A~!, el mercado vuelve a reaccionar con un nuevo vector
de exceso de demanda z(p’), y asi sucesivamente. Este mecanismo de ajuste de
precios en el simplex lo podemos formalizar con una funcién 7' : A= — Al-!
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donde T'(p) = (T1(p), T»(p), ..., Ti(p)) y Tk(p)) representa el proceso de ajuste
del precio del bien k. Este proceso de ajuste estd descrito por

_ max|[0, p + 2k (p)]
Sy max[0, pp + 2 (p)]

La expresion py, + zx(p) captura la idea de que un bien k para el que a los precios p
presenta un exceso de demanda, su precio p; debe ajustarse al alza, mientras que
si presenta un exceso de oferta el ajuste del precio es a la baja. Ademads, la ex-
presion max|[0, pr + zx(p)] asegura que el proceso de ajuste de precios siempre
genera precios no negativos. Por lo tanto, el numerador garantiza que T;(p) > 0
ya que la ley de Walras asegura que el denominador de la fraccién nunca es cero.?
Finalmente, la expresion de 7' en forma de fraccion nos dice que después de cada
ajuste del precio del bien £, todos los precios se reajustan proporcionalmente para
mantenerse dentro del simplex A=,

Dado que z(p) es continua, 7'(p) es también una funcién continua que proyecta
el simplex sobre si mismo. Aplicando el teorema de punto fijo de Brower (véase
m4s adelante), podemos afirmar que existe un sistema de precios p* € A!~! tal
que T'(p*) = p*. Esto representa que el mecanismo de ajuste de precios deja los
precios inalterados, o de forma mds prosaica, el subastador detiene el proceso de
ajuste.

Por ultimo debemos demostrar que que la decision del subastador de detener
el proceso de ajuste de precios en p* es la decision adecuada porque p* representa
un sistema de precios de equilibrio para la economia. En otras palabras, tenemos
que demostrar que a los precios p* todos los mercados se vacian (excepto quizas
los bienes libres que pueden presentar exceso de oferta).

La situacion T'(p*) = p* quiere decir que 7% (p*) = pj, y por lo tanto,

Tx(p)

3oy max[0, pf + 21 ()]’

El numerador de esta expresion nos dice que la ecuacion se satisface en dos
escenarios diferentes. Estos son,

k=1,2,...,1

P =

0 Caso 1
Pk = Pi & 2(p") > 0, Caso 2
> méx[0,p* + 2 (pY)]
Caso 1: En este caso p; = 0 = méx|[0, zx(p*)]. Por lo tanto, z;(p*) < 0. Este

es el caso de los bienes libres que en equilibrio pueden vaciar el mercado o
presentar exceso de oferta.

2Para que el denominador fuera cero o negativo todos los bienes deberfan encontrarse en situa-
cién de exceso de oferta simultdneamente, lo que es contradictorio con la ley de Walras.
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Caso 2: Simplifiquemos la notacion definiendo

1
A= > 0,

3y mx[0, 2 (p*)]

Dado que ) es igual para todos los bienes k£, la expresion anterior se satisface
para todos los bienes k tales que p;, > 0, es decir

Ti(p*) = pp = AMp; + zx(p*)) > 0, Vk € Caso 2 4.4)

Agrupando términos en (4.4) podemos escribir

(1 —N)py = Az(p*), Vk € Caso 2

multiplicando por z(p*),

(1= Nppz(p®) = AMzk(p"))?, Yk € Caso 2

y sumando sobre los k bienes del caso 2

(1=X) D pra@) =X Y (a0)) (4.5)

keCaso 2 keCaso 2

Por otra parte, la ley de Walras nos dice

!
> pia(p?) =0,
k=1

que podemos expresarla como

S opia) + Y. phapt) =0.

keCaso 1 keCaso 2

Para los bienes que se encuentran en el caso 1 ya sabemos que p;zx(p*) = 0,
de manera que la ley de Walras se reduce a

> prat) =0. (4.6)

keCaso 2

Substituyendo (4.6) en (4.5) obtenemos

(1=X) D @) =X > (&0

keCaso 2 keCaso 2
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es decir

A () =0,

keCaso 2

que a su vez implica,
2zk(p") = 0 Vk € Caso 2

y por lo tanto, p* es un vector de precios de equilibrio.

Resumiendo, a partir de la ley de Walras, obtenemos que la expresion de la
izquierda de (4.5) es igual a cero. Pero la expresion de la derecha sélo puede
ser cero si z,(p*) = 0 para los bienes k que se encuentran en el caso 2, de
manera que p* es un equilibrio.

O

Esta demostracion permite ver la interaccion entre los elementos econémicos
y matematicos que confluyen en la existencia del equilibrio general competitivo.
Estos elementos son el teorema de punto fijo de Brower, la ley de Walras y la
continuidad de las funciones de exceso de demanda. Si la economia satisface la
continuidad y la ley de Walras, el teorema de punto fijo asegura la existencia de
equilibrio.

Para completar el argumento presentamos (sin demostracion) el teorema de
punto fijo de Brower utilizado en la demostracion.

Teorema 4.5 (Brower). Sea X C R un conjunto convexo y compacto. Sea f una
aplicacion continua que asocia a cada punto x de X un punto f(z) de X,

fX—X
z — f(x)

Entonces existe al menos un punto T que satisface T = f(Z). Denominamos a ©
un punto fijo de f.

La interpretacion gréfica del teorema se ilustra en la figura 4.21 donde X =
[0, 1]. Las funciones A y B tienen dos puntos fijos en 0 y 1; la funcién C' tiene tres
puntos fijos en 0, 1 y en el punto z; donde cruza la recta de 45 grados; finalmente
la funcién D tiene un dnico punto fijo en x5, su interseccioén con la recta de 45
grados.
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1 5%
A /// puntos fijos
C //// A,B . {0,1}
% C o {0,1,2}
,/I D D . {xg}
)
/ it Vo B
4 1
’ I
2 !

U 1 To 1

Figura 4.21: El Teorema de punto fijo de Brower.

4.2.5. El nicleo y el equilibrio walrasiano

Hemos definido dos conceptos de equilibrio en el marco del modelo de equi-
librio general competitivo, el niicleo y el equilibrio walrasiano. La idea de nucleo
estd basada en el concepto de coaliciéon. A diferencia de la idea de equilibrio
walrasiano, la formulacién del nicleo no necesita ninglin soporte institucional
ni ningin mecanismo de intercambio. La definicion del nicleo de una economia
supone solamente que todos los agentes estdn perfectamente informados de las
caracteristicas (preferencias y dotaciones iniciales) de todos los agentes. La com-
petencia entre éstos se escenifica en la capacidad de compromiso ante cualquier
acuerdo ventajoso.

A continuacién queremos estudiar la relacién entre el nicleo y el equilibrio
walrasiano. Para ello, recordemos las definiciones 4.6, 4.7, y 4.8, e ilustrémoslas
para el caso de una economia de dos consumidores y dos bienes que podemos
representar en una caja de Edgeworth. En este escenario, la curva de contrato
coincide con el nucleo de la economia. Con dos consumidores solo hay tres coali-
ciones posibles: {1}, {2}, {1, 2}. Cualquier asignacién que no sea Pareto-6ptima
serd bloqueada por alguna de estas coaliciones. En particular, cualquier asignacion
que no se encuentre en la curva de contrato serd bloqueada por la coalicién {1}
o por la coalicién {2}. Observemos la figura 4.22 y comprovemos que las asig-
naciones 7 y 2 son bloqueadas por la coalicién {1}, porque w > Zy w > Z. De
forma paralela, las asignaciones x’ y Z son bloquadas por la coalicion {2} porque
w = Ty w > z'. También, la asignacion x es bloqueada por la coalicién {1, 2}.

Naturalmente, en economias con mds consumidores hay un mayor nimero de
coaliciones posibles. Sin embargo, el hecho importante a destacar es que el con-



Teoria del equilibrio general 155

02

01

Figura 4.22: Nucleo vs. equilibrio walrasiano

junto de todos los consumidores, la denominada coalicion universal, es siempre
un elemento del conjunto de coaliciones. Ello garantiza que todas las asignaciones
en el nicleo son Pareto-Optimas.

La figura 4.22 también nos permite relacionar el nicleo de la economia con
los equilibrios walrasianos y los teoremas del bienestar. Asi demostraremos que
una asignacion walrasiana situada en la curva de contrato tambien pertenece al
nucleo de la economia (proposicion 4.2). En consecuencia, podremos proponer
una extension del primer teorema del bienestar que diga que una asignacion de
equilibrio walrasiano no puede ser bloqueada por la coalicién universal ni por
ninguna otra coalicién (ver Mas-Colell et al., pp. 654-655).

Empezemos pues el estudio formal de la relacién entre las asignaciones en el
nicleo de la economia y las asignaciones de equilibrio walrasiano enunciado el
resultado siguiente:

Proposicion 4.2. Consideremos una economia de intercambio en la que la fun-
cion de utilidad de cada consumidor, u;, es continua y estrictamente creciente en
RQL. Entonces, todas las asignaciones walrasianas se encuentran en el niicleo, es
decir

W(E) C C(E).

Demostracion. Procederemos por contradiccion. Supongamos pues que dado un
vector de precios de equilibrio p*, la asignacion x(p*) es una asignacién de equi-
librio de Walras. Supongamos también que z(p*) ¢ C(FE). Ello quiere decir que
podemos encontrar una coalicion S € © y una asignacion alternativa y para S tal
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que
doui=> wi (4.8)
€S €S

Dado que z(p*) es una asignacién de Walras, (4.7) implica que para el vector
de precios de equilibrio p*, asociado a x(p*) debe verificarse que p*y; > p*w;
para todo i € S. Es decir, p*(y; — w;) > 0, de manera que p* > .o (y; — w;) > 0
que, a su vez, implica ) ._o(; — w;) > 0 lo que es contradictorio con (4.8). [J

Para obtener un resultado con la implicacién contraria (y por lo tanto un teo-
rema de equivalencia) necesitamos ser muy precisos en la forma de obtener una
economia grande a partir de una economia pequefia en la que hemos identifica-
do una asignacion que se encuentra en su nicleo. Una vez tenemos esta economia
grande, podemos mirar las condiciones que nos permiten asegurar que una asigna-
cion en el nicleo puede implementarse descentralizadamente mediante un vector
de precios de equilibrio.

Hay dos maneras de obtener una economia grande a partir de una economia
pequeiia. Una primera posibilidad se conoce como la version del “teorema limite”.
Este consiste en replicar la economia un niimero grande de veces. Asi lo que en la
economia pequefia son los consumidores ¢ € I, en la economia grande pasan a ser
los “tipos de consumidores” 7 € I, donde de cada tipo de consumidor hay tantos
como réplicas hemos hecho de la economia. En este contexto el objetivo es poder
demostrar que como mas grande es la economia, mis pequeiia es la “distancia”
entre la solucion competitiva y el nucleo de la economia.

La segunda posibilidad consiste en considerar directamente el caso de una
economia ideal en la que hay un continuo de agentes. Una economia de este tipo
captura la idea de la competencia perfecta. Con esta economia ideal podremos
demostrar que W(E) = C(FE). Este resultado, aunque muy elegante, no deja
de ser un caso especial si no demostramos que la distancia entre W (E) y C(E)
disminuye conforme la economia se hace mas y mds grande.

Adoptaremos la primera forma de multiplicar una economia.

Definiremos pues en primer lugar la distancia entre el conjunto de asignacio-
nes walrasianas, W (E) y el conjunto de asignaciones en el niicleo de la economia,
C(F). Si W(FE) contuviera un tnico elemento, definirfamos la distancia § como
el nimero més pequeio tal que todas las asignaciones en el nicleo estuviesen a
una distancia inferior a § de W (E). Sin embargo, en general hemos de considerar
una asignacion en el ntcleo y verificar si hay una asignacién walrasiana cerca.
Asi pues diremos que C'(E) se encuentra a una distancia 6 de W (F)) si para cada
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asignacion en el nicleo hay una asignacion en W (F) a una distancia no superior
a 0. Formalmente,

Definicion 4.15 (Distancia entre C'(E) y W (FE)). Sea dg el niimero mds pequerio
0 que satisface la propiedad siguiente

Vee C(E), e W(E)tq|v;—T;| <6 Viel.

Por lo tanto si 0z es pequefio, desde el punto de vista de cada consumidor
1t € I, cualquier asignacidn en el niicleo se aproxima a una asignacién competitiva.

Consideremos pues una economia £ y repliquémosla r veces para obtener una
economia ££” como la original en la que cada consumidor ¢ aparece r veces. Cada
“copia” del agente ¢ € [ tiene las mismas preferencias y dotaciones iniciales que
tenia el agente ¢ en la economia original £. Formalmente, una economia

E:1—P ><IRlJr
la replicamos 7 veces
E":Tx {1,2,...,7’}—>77><]RZJr

donde en la k-ésima réplica las dotaciones iniciales y las preferencias de cada
agente de tipo ¢ en la réplica k, que denotamos (7, k), son iguales, es decir

wk:wz y >-z,k:r>\:mlel7k:17277r

3 ~Y

También queremos replicar r veces las asignaciones de la economia £ y en
particular, las asignaciones que se encuentran en el nicleo. Asi, para una asigna-
cién z € C(FE), definimos el resultado de replicarla r veces como,

" I x {1,2,...,r} —>1Rl+
donde, como antes, para un agente ¢ € I, en la k-ésima réplica le corresponde
xf:xi, vel; k=1,2,...,r

Con este instrumental ya podemos abordar la conexidn entre asignaciones en
el nicleo y asignaciones walrasianas. El resultado que queremos obtener es que
una asignacién es competitiva si y sélo si esa asignacion replicada r veces se en-
cuentra en el nacleo de £ para todo r. En este sentido, el contenido de la primera
implicacion (si una asignacion es competitiva = esa asignacion replicada r veces
se encuentra en el nicleo de £ para todo r), dice que si independientemente de
cudntas veces replicamos la economia £ no aparece ninguna coalicién que per-
mita mejorar sobre la réplica de una asignacién x, entonces existe un sistema de
precios p tal que (z, p) es un equilibrio competitivo.
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Este resultado hay que interpretarlo con cuidado. Nos dice que una asigna-
cién competitiva se mantiene en el nicleo de la economia independientemente del
nimero de réplicas al que sometamos a la economia. Una interpretacion tentadora
pero, de momento, incorrecta seria que el nicleo de la economia se reduce confor-
me hacemos réplicas hasta que queden las asignaciones competitivas. [gualmente
incorrecto seria interprtetar que esta afirmacion como diciendo que cada asigna-
cién en el ndcleo de una economia grande puede aproximarse de forma descentra-
lizada con un sistema de precios. Estas afirmaciones veremos que efectivamente
pueden demostrarse, pero lo haremos mas adelante.

Naturalmente, si una asignacion es competitiva, la asignacion que resulta tras
replicarla 7 veces también serd competitiva y por lo tanto, de acuerdo con la pro-
posicion 4.2 se encontraré en el nicleo.

Ahora ya podemos enunciar el resultado fundamental que queremos demos-
trar.

Teorema 4.6. Sea I/ : [ — P X Rﬂr una economia en la que los consumidores
tienen preferencias mondtonas y estrictamente convexas, y sea E" esta economia
replicada r veces. La distancia entre el conjunto de asignaciones competitivas y

el niicleo tiende a cero conforme el niimero de réplicas tiende a infinito, es decir
lim, . 0(E") = 0.

Este resultado es muy importante. Nos dice que si replicamos la economia
suficientes veces, el nucleo de la economia asi obtenida no es mucho mayor que el
conjunto de asignaciones competitivas. Esto implica que todas las asignaciones en
el nicleo se pueden (aproximadamente) descentralizar con un sistema adecuado
de precios.

Demostracion. Para demostrar el teorema procederemos en dos etapas. Primero
demostraremos (proposicion 4.3) que en una asignacién que se encuentra en el
nucleo de una economia replicada r veces, todos los consumidores de un mismo
tipo obtienen la misma cesta de consumo.

La segunda etapa (proposicion 4.4) consiste en caracterizar las asignaciones
walrasianas, es decir en demostrar que solamente las asignaciones que se mantie-
nen en el ndcleo de cada réplica de la economia son las asignaciones walrasianas
de la economia original.

Proposicion 4.3 (Tratamiento igual). Sea F : [ — P X Rﬂr una economia en la
que los consumidores tienen preferencias mondtonas y estrictamente convexas, y
sea E" esta economia replicada r veces. Si x € C(E") entonces los agentes del
mismo tipo obtienen la misma cesta de consumo, es decir,

x’?:x{ Viel, j,k=1,2,...,r

)
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Demostracion. Consideremos una asignacion en £

o 1 2 r 1 2 r 1
x = (27,27, .., X, Ty, T5y .o Thy o T,

2 r 1 2 T
Xy T T T X))

y supongamos que © € C'(E") pero no satisface la propiedad de tratamiento igual,
es decir, podemos encontrar al menos un tipo de consumidor 7 € [ tal que para
k#j :70%f # a kj=1,2,...,r Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
el tipo de consumidor 1 es el que sufre el trato peor, es decir

gl k=2 r 4.9)

Para cada tipo de consumidor ¢ € I, podemos afirmar que hay uno que no esti me-
jor tratado que los demds. Supongamos, también sin pérdida de generalidad, que
éste es el primer consumidor de cada tipo. Por lo tanto,

ak =l

i~ i

k=1,2,...,r.

Calculemos ahora la asignacién media para cada tipo de consumidor. Esta es,

T
1 k
r; = — Z; -
r
k=1
Dado que las preferencias son estrictamente convexas podemos estar seguros que
~ 1

y también, dado que los consumidores de tipo 1 no estdn igualmente tratados y
que el primer consumidor de tipo 1 es el peor tratado entre los consumidores de
tipo 1 podemos afirmar que

T -1 2l 4.11)

Consideremos ahora una coalicién S formada por los n consumidores, uno de
cada tipo, peor tratados, es decir,

S=1{(1,1),(2.1),....(n,1)}

donde (7, 1) denota el primer consumidor de tipo i.

Podemos demostrar que esta coalicién S puede conseguir una asignacién al-
ternativa que mejora sobre la asignacion inicial x, lo que es contradictorio con el
supuesto = € C'(E").

Esta asignacion alternativa consiste en otorgar a cada miembro de la coalicion
el consumo medio de su tipo, es decir, la asignacion alternativa es

Yy = (/‘T\l,fg,...,l’n)
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A partir de (4.10) y (4.11) ésta es una asignacion estrictamente mejor para el
consumidor de tipo 1 y no es peor para el resto de miembros de la coalicién. Por
lo tanto, los miembros de la coalicion prefieren la asignacion y a la asignacién x.

Ahora nos queda demostrar que la asignacién y es factible para la coalicion S.
Los recursos que representa la asignacion y son

Zn:@:znzlixlezn:ixf (4.12)
i=1 P, (g

Dado que x es factible

iil’?:iiwizirwi:riwi (4.13)
=1

i=1 k=1 i=1 k=1 i=1

donde la pendltima igualdad se deriva del hecho de que, por construccién, w¥ =
wh, k # h.
Combinando (4.12) y (4.13) obtenemos,

n 1 n n
E 57\1 = —-Tr E W; = E Ww;
- o~ X
=1 =1 =1

de manera qua la asignacion y es factible y permite mejorar a los miembros de la
coalicién S por ellos mismos con respecto a la asignacién z. Ello es contradictorio
con el supuesto x € C(E"). O

La importancia de la propiedad de tratamiento igual es que el nicleo esta com-
pletamente descrito por las asignaciones que obtiene un representante de cada tipo
de consumidor. Recordemos que una asignacion en el niacleo de £" se encuentra
en el espacio Euclideo de dimensién [ x n x r. Por lo tanto el nicleo es un sub-
conjunto de este espacio, C'(E") C IR, Conforme 7 aumenta, la dimensién del
espacio aumenta. Ahora bien, con la propiedad de tratamiento igual s6lo necesi-
tamos considerar la parte de nucleo consistente en la asignacion correspondiente
a un representante de cada tipo de agente. Denotemos a este nticleo reducido co-
mo C" C IR™. El hecho de que la dimensién de C" sea independiente de r es
fundamental para el resultado de economias replicadas y lo utilizaremos mas ade-
lante, en la ilustracion del caso de dos tipos de consumidores utilizando la caja de
Edgeworth.

La segunda parte de la demostracion del teorema 4.6 consiste en demostrar
que W(E) = N,C". Este es el contenido de la siguiente proposicion 4.4.

Proposicion 4.4 (Caracterizacion de las asignaciones de Walras). Sea F : [ —
P x Rﬂr una economia en la que los consumidores tienen preferencias mondtonas,
yw > 0. Entonces x € W(E) siy sélo si z" € C(E"), r = 1,2,..., donde x"
representa la asignacion x replicada r veces.
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Figura 4.23: W(E) y C(E) en una economia 2 x 2.

Demostracion. La demostracion tiene dos partes.

La primera implicacién, Si x € W(E) entonces 2" € C'(E") es fécil.

Consideremos una asignacién walrasiana z € W (FE). La asignacion corres-
pondiente replicada k veces, como ya hemos argumentado anteriormente también
serd walrasiana en la economia £ replicada r veces, " € W (E"). Por lo tanto
a partir de la proposicién 4.2 dada la inclusién, W(E") C C(E") tenemos que
" e C(E").

La demostracion de la segunda implicacion es mucho mas compleja y la di-
vidiremos en cuatro apartados. En primer lugar presentaremos un andlisis grafico
para argumentar que en economias pequefias, replicando la economia podemos
seleccionar asignaciones que no son factibles en la economia original. A conti-
nuacion replicaremos la economia; luego supondremos que hemos identificado el
sistema de precios y demostraremos que x € W (FE). Por ultimo identificaremos
el sistema de precios.

Parte 1

Consideremos una economia con dos consumidores y dos bienes como la que
se muestra en la figura 4.23.

En esta economia pequeia, todas las asignaciones sobre la curva de contrato
pertenecen al ndcleo, pero s6lo una de ellas es equilibrio de Walras.

Parte 2 Asi pues, para obtener el resultado x € C(E") = = € W(E"),
necesitamos que haya muchos consumidores. La intuicién podemos desarrollarla
con la ayuda de la figura 4.24.

Consideremos una asignacion x que trata mas favorablemente al consumidor 1
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02

O] v>

Figura4.24: 2" € C(E") = x € W(E").

que al consumidor 2. Este ultimo no puede hacer nada al respecto en el sentido
que no puede mejorar su asignacion por €l mismo.

Supongamos ahora que las preferencias y las dotaciones iniciales no repre-
sentan consumidores individuales sino tipos de consumidores, y que la economia
contiene cuatro consumidores, dos de tipo 1 y dos mds de tipo 2 (es decir, he-
mos replicado la economia una vez). Consideremos de nuevo la asignaciéon z =
(w1, 2}; 22, 22) a la que damos la interpretacion siguiente: cada consumidor de
tipo 1 obtiene z; y cada consumidor de tipo 2 obtiene x5. Ahora aparecen nue-
vas posibilidades para formar coaliciones. En particular, los dos consumidores
de tipo 2 pueden formar una coalicién con uno de los consumidores de tipo 1.
En la figura 4.24 vemos que la asignacién = puede ser mejorada por la coalicién
otorgando 7 al consumidor de tipo 1 dentro de la coalicién y x5 a los dos consu-
midores de tipo 2.

Verifiquemos a continucion la factibilidad de esta asignaciéon que bloquea x.
Sea S = {z},x}, 22}. La dotaci6n inicial agregada de esta coalicién es wy + 2ws.
La asignacién propuesta requiere de unos recursos r; + 275, de manera que la
factibilidad exige que wy + 2wy = T7 + 279, es decir, T1 — w; = —2(Ty — ws).
Observemos la figura 4.25 y calculemos demandas y ofertas en ambos nercados:

En el mercado de bien 1,

- la oferta de bien 1 por la coalicién S es wy; — T11 = 27,
- la demanda de bien 1 por la coalicién S es 2(Zo; — way) = 27.

En el mecado de bien 2,

- 1a oferta de bien 2 por la coalicion S es 2(wqy — To2) = 2/3,
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W22

T11 2y w11

Figura 4.25: Bloqueo de la asignacién x.

- la demanda de bien 2 por la coalicién S es T15 — wio = 20.

Por lo tanto, vemos que efectivamente se satisface la factibilidad.

Esta asignacion (71, 7o) depende, naturalmente, de la forma de las curvas de
indiferencia. Ahora bien, como veremos inmediatamente, siempre hay manera de
formar una coalicién que mejore sobre la asignacién inicial z cuando tenemos un
numero suficiente de consumidores. Para comenzar pues representemos el con-
junto de tipos de consumidores por I = {1,2,...,m} donde cada tipo i € [
tiene preferencias 77, y una dotacién inicial w;. Replicamos la economia r ve-
ces de manera que tenemos 7 consumidores de cada tipo con un total de » x m
consumidores.

Denominamos a aquellas asignaciones que otorgan la misma cesta de consumo
a los consumidores del mismo tipo como “asignaciones de tratamiento igual”.

Consideremos una asignaciéon x para la economia F. Sea z" la asignacion
asociada tras replicar la economia r veces. Por hipétesis, " € C'(E") para todo .
Tenemos que demostrar que existe un sistema de precios p tal que (p,z) es un
equilibrio competitivo, es decir

1) pxr;=pw; Viel (4.14)
(i) y=;x;, = py>pw;, Viel. (4.15)
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Ti T W,

L(p)

Figura 4.26: El hiperplano L(p) y el conjunto W (7).

Definamos para cada ¢ el conjunto de intercambios netos de la dotacion inicial
que dan lugar a una asignacion preferida a z; como

V(i) ={z€R :z4+w; = 2;} ={z € R : 2 =; (z; —w;)}.

Geométricamente, la propiedad (ii) quiere decir que para cada consumidor ¢ el
conjunto W, (i) se encuentra por encima del hiperplano

Lp) ={z € R : pz = 0}

es decir, pz > 0 Vz € W,(i). La figura 4.26 ilustra este argumento y también
nos indica como podemos utilizar un teorema de separacion para obtener el sis-
tema de precios p deseado. Para visualizar como podemos aplicar este teorema,
supongamos, de momento, que ya hemos encontrado el sistema de precios p.

Parte 3

Recordemos (4.15). Si esta expresion se verifica para p € IRlJr, p # 0 enton-
ces, z € W(E).

Para ver que esto es verdad, observemos en primer lugar que si z; se encuentra
en el conjunto presupuestario, i.e. si pr; = pw; Vi € I, por monotonicidad de las
preferencias, para cualquier € > 0 podemos asegurar que x; + (£,¢,...,¢) >; ;.
Por lo tanto, a partir de (4.15) tenemos que

px; +ple,e, ... €) > pw.

Cuando € — 0 obtenemos px; > pw;, es decir, p(z; — w;) > 0.
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Consideremos ahora

ZP(% - wi) = pZ(mZ - wi) =0,

il i€l

dado que = es una redistribucién de w y por lo tanto el valor monetario de la
asignacion x; es el mismo que el de w; para todo i € I.

Observemos en segundo lugar que p > 0. En otro caso no se verificaria (4.15)
(si un elemento de x; tuviera un precio negativo, podriamos aumentar la cantidad
de ese bien mejorando la utilidad de la cesta disminuyendo su valor).

Dado que w > 0, por lo menos un consumidor debe tener renta estrictamente
positiva, pw; > 0. Para este consumidor x; ha de ser el mejor elemento en su
conjunto presupuestario. En otro caso querria decir que existe una cesta y >; x;
con py < pw; y podriamos encontrar otra cesta y »; x; con py < pw; que seria
contradictorio con (4.15). Ahora bien, si x; es un elemento mejor en el conjunto
presupuestario de ¢ € I, necesariamente p > 0. En este caso, x; es un elemento
mejor en el conjunto presupuestario de ¢ € [ incluso si pw; = 0, de manera que
obtendriamos un equilibrio competitivo y la demostracion estaria completa. En
otras palabras, nos queda demostrar la existencia de un sistema de precios p # 0
para el que se satisfaga (4.15).

Coémo encontramos este sistema de precios?

Parte 4

Comencemos enunciando el lema siguiente,

Lema 4.2. La union de los conjuntos V(i) convexificados tiene una interseccion
vacia con el interior del ortante negativo, formalmente

coUser W (i) Nint(R") = ()

Demostracion. Consideremos, a senso contrario, una asignaciéon z < 0, z €
co User Wa(i).

(a) Repliquemos la economia £ un nimeror de veces para obtener £”. En
esta economia x" representa el resultado de replicar r veces la asignacioén z. Por
hipétesis, " € C(E").

En la economia E”, denotemos por i; el conjunto de consumidores de ti-
pok, k=1,2,...,m). Sea z; la asignacion que corresponde a los consumidores
de tipo k, es decir z;, € V,(ix). Busquemos ahora un nimero oy > 0 tal que
k=1 =1y > k=1"axz, = z, de manera que Y k = 1"ay.2, < 0.

Supongamos que oy, son nimeros racionales. Entonces podemos encontrar m+-

. . k
1 ndmeros (31, . . ., Om, ) que nos permiten expresar oy = —.

(b) Formemos una coalicion con (3 consumidores de tipo 7. Esta coalicion
puede mejorar sobre x”. Para comprobarlo, notemos que los recursos de los que
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dispone la coalicion son
m
Z i
k=1

A continuacion construyamos una asignacion que otorga a cada miembro de la
coalicion el vector de consumo z; + w};. Dado que z; € VW, (i), se verifica que
2k + w} =, x%. Debemos verificar que esta asignacion es factible. Los recursos
necesarios para implementar la asignacién son

m m

> Brlz+wy) =1 oz +wp) =

k=1 k=1
m m m m
i i i
r(g Rz + E akwk> <r E QW = E Brwy,.
k=1 k=1 k=1 k=1

Es decir, la coalicién puede mejorar sobre 2" con menos recursos de los de la
dotacién inicial. Podemos, pues, asignar el resto de recursos no utilizados a un
individuo quien, por monotonicidad, preferird esta nueva asignacion a la cesta
que le corresponde en x". Por lo tanto, la coalicion mejora sobre x”. Sin embargo
esto es contradictorio con el supuesto " € C(E"). O

Dado que los conjuntos convexos co U;c; ¥, (i) y RY son disjuntos, aplicando
el teorema de separacion de conjuntos convexos de Minkowski sabemos que existe
un hiperplano L(p) con normal p que separa ambos conjuntos. El primer conjunto,
co Uier W,(i), se encuentra por encima de L(p) y el segundo conjunto, IR", se
encuentra por debajo de L(p).

En consecuencia, p > 0y pz > 0Vz € U, (i) Vi € I. Esto implica

Y > = py > pwi. (4.16)

Finalmente debemos demostrar que x; satisface (4.14)y (4.15) paratodo: € I.

Demostremos primero que z; se encuentra en el conjunto presupuestario, es
decir px; = pw; Vi € 1.

Consideremos un vector (¢, ¢, ..., <) donde € > 0 es arbitrariamente pequefio.
Dada la monotonia de las preferencias,

i+ (g,6,...,€) = x;.
Utilizando (4.16) sabemos que
pr; +p(e,e,...,e) > pw;.
Hagamos ahora ¢ — 0 de manera que

px; > pw; esdecir p(z; —w;) > 0. (4.17)
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Abhora bien, dado que x es una redistribucion de las dotaciones iniciales w,

Zp(xi —w;) = pZ(xl —w;) = 0. (4.18)
iel iel

Combinando (4.17) y (4.18) obtenemos p(z; — w;) = 0 Vi € 1.

Notemos ademas que p > 0 porque de otra manera (4.14) no se satisfaria.
Imaginemos que el componente p" de p es negativo, p" < 0. Entonces podemos
construir una asignacion alternativa aumentando el componente / de la cesta de
consumo del individuo ¢. Ello genera una cesta mejor a un coste menor.

Por tltimo demostraremos que (4.16) implica (4.15).

La propia definicion de una economia nos dice que w > 0. Por lo tanto debe
haber por lo menos un consumidor con renta estrictamente positiva, pw; > 0. Para
este consumidor ¢ x; debe ser un elemento mejor en su conjunto presupuestario.
Si no fuera asi querria decir que hay una asignacién y >; z; con py < pw;, de
manera que podemos encontrar i >; z; tal que py < pw; lo que es contradictorio
con (4.16).

Abhora bien, si x; es un elemento mejor en el conjunto presupuestario del con-
sumidor ¢, entonces p > 0. Por lo tanto, si p > 0, x; es el mejor elemento en el
conjunto presupuestario para todos los consumidores ¢ € [, incluso si pw; = 0y
tenemos un equilibrio competitivo. ]

Una vez demostradas las proposiciones 4.3 y 4.4, podemos proceder a demos-
trar el teorema 4.6.

Dada la definicién de 6(F) y la propiedad de tratamiento igual, s6lo nece-
sitamos demostrar que la distancia entre C'(E") y W(E) converge a zero con-
forme r aumenta. En otras palabras, debemos demostrar que para toda secuencia
{27}, 2" € C(E") hay una subsecuencia convergente en R™*™ tal que su limite
T € W(E). Esta propiedad implica que lim, ., 6(E") = 0.

Sea pues {z"} una secuencia con z” € C'(E"). Recordemos que el conjunto
C(E") es compacto y contiene toda la secuencia. Por lo tanto hay una subse-
cuencia convergente que (abusando de notacion) denotamos también como {z" }.
Denotemos su limite como 7.

Escojamos un nimero entero g. Dado que la secuencia C'(E") es decreciente,
podemos afirmar que ¢ € C(EY). Recordemos que C'(E?) es cerrado y por lo
tanto T € C'(EY). Pero esto es cierto para todo ¢. En consecuencia,

T €N, C(E).
Por ultimo, la proposicion 4.4 nos permite concluir que 7 € W (FE). O

Si adoptamos la segunda manera de conseguir economias grandes, i.e. introdu-
cir directamente un continuo de agentes, podemos también obtener este resultado.
Ver Hildenbrand y Kirman (1976 pp. 105-113) y (1991 pp. 178-185).
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4.2.6. Teoremas del bienestar

Hasta ahora hemos jugado con dos maneras de visualizar una economia de
equilibrio general de intercambio puro. Por una parte, a partir del concepto de
equilibrio walrasiano, cada consumidor actiia independientemente de los demas.
Es decir, dado un sistema de precios calcula su renta disponible y demanda la cesta
de consumo que le proporciona el maximo nivel de satisfaccion. En este proceso
de decision un consumidor no se preocupa de cudles puedan ser las decisiones de
los demas consumidores, o la disponibilidad total de cada bien en la economia.

Por otra parte también hemos defendido la interpretacion de la economia co-
mo un conjunto de consumidores que, conscientes de las disponibilidad total de
cada bien, intercambian sus dotaciones iniciales en un esquema de trueque. Para
ello cada consumidor debe ser capaz de evaluar que tipo de intercambio puede
realizar con cada uno de los consumidores en la economia. En otras palabras, es-
ta vision de la conducta de los agentes de la economia puede replantearse como
un problema de coordinacion que requiere la ayuda de una autoridad central que
actie de intermediario entre ofertas y demandas.

La proposicion 4.2 demuestra que es posible obtener asignaciones en el niicleo
de la economia sin la ayuda de un planificador central. En otras palabras, este re-
sultado nos dice que nadie en la economia necesita consejo o ayuda de nadie. La
simple observacion de los precios permite a cada consumidor proponer sus ofertas
y demandas en el mercado conducentes a una cesta de consumo maximizadora de
utilidad. En este sentido decimos que en una economia de intercambio el meca-
nismo de mercado es descentralizado.

Recordemos que todas las asignaciones en el nicleo de la economia son efi-
cientes en el sentido de Pareto. La proposicion 4.2 nos asegura que las asignacio-
nes de Walras también han de serlo. Pero no cualquier asignacion eficiente en el
sentido de Pareto es una asignacion de Walras. Recordemos que la definicién de
asignacion de Walras nos dice que cada consumidor satisface la racionalidad indi-
vidual, es decir en la asignacién de equilibrio cada consumidor tiene que obtener
por lo menos el nivel de satisfaccion que le proporciona el consumo de su dotacién
inicial. Este es precisamente el contenido del primer teorema del bienestar

Teorema 4.7 (Primer teorema del bienestar). Si z*(p) es una asignacion de Wal-
ras, entonces es eficiente en el sentido de Pareto.

Demostracion. Procederemos por contradiccion. Supongamos que x*(p) es una
asignacion de Walras pero no es eficiente en el sentido de Pareto. Ello quiere
decir que podemos encontrar otra cesta x factible y preferida para todos los con-
sumidores. Que x sea factible quiere decir que tanto individual como agregada-
mente los agentes tienen suficiente renta para adquirirla. Es decir, px; = pw; y
pzie T < pzie ; w;. Ahora bien, dado que z* es una asignacion de Walras,
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por definicion (y dado que suponemos que la utilidad es continua y estrictamente
creciente) si x; >; x; entonces pr; > pw;. Es decir, para cada individuo ¢ una
asignacion preferida a una asignacion walrasiana es mds cara. Agregando sobre el
conjunto de consumidores obtenemos p Y .., ¥; > p»_,.; w; lo que es contradic-
torio con la desigualdad anterior. L

Teorema 4.8 (Segundo teorema del bienestar). Consideremos una economia de
intercambio F en la que la funcion de utilidad de cada consumidor es continua,
estrictamente creciente y estrictamente cuasiconcava y la dotacion agregada de
recursos es estrictamente positiva, w > 0. Supongamos que la asignacion T es
eficiente en el sentido de Pareto. Supongamos también que podemos implementar
un mecanismo de redistribucion de las dotaciones iniciales de manera que el nue-
vo vector de dotaciones iniciales es precisamente x. Entonces T es una asignacion
de Walras para la economia E.

Demostracion. Dado que T es una asignacion de Pareto, necesariamente es facti-
ble, es decir ) ,.,; Z; = > ,.; w; > 0. Por lo tanto podemos aplicar el teorema 4.4
y concluir que la economia F tiene un equilibrio competitivo, es decir un sistema
de precios p y una asignacion 7 tales que (p, ) es un equilibrio de Walras.

A continuacién debemos demostrar que 7 = 7.

En el equilibrio competitivo, por definicion, la demanda de cada consumidor
es una cesta de consumo factible maximizadora de utilidad. Dado que la dotacién
inicial (redistribuida) de cada consumidor es z; necesariamente debe verificarse

También, dado que 7 es una asignacion de Walras, tiene que ser factible para la
economia transformada por la redistribucion de las dotaciones iniciales. Asi pues,

TSR

iel el icl

de manera que la asignacién T es también factible para la economia original E.
Ademas (4.19) nos dice que la asignacion Z no empeora la situacion de ningin
consumidor con respecto a la asignacion x (que recordemos es eficiente en el
sentido de Pareto para la economia £). Ello implica que Z tampoco puede me-
jorar la situacion de ningin consumidor dado que T es una asignacion de Pa-
reto. Concluimos pues que la expresion (4.19) debe verificarse como igualdad

Para verificar que z; = 7; para cada ¢ € [ supongamos que existe un consumi-
dor j para el que esta igualdad no se verifica. En tal caso en el equilibrio competi-
tivo de la economia transformada este consumidor podria obtener una asignacion
(factible) definida como la media de 7; y z;. Dado que su funcién de utilidad es
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Figura 4.27: El segundo teorema del bienestar.

estrictamente cuasiconcava, esta nueva asignacion de proporcionaria mayor utili-
dad. Ello sin embargo es contradictorio con el hecho de que 7; es maximizadora
de utilidad en el equilibrio competitivo. 0

En el enunciado o la demostracion del segundo teorema del bienestar no he-
mos mencionado los precios. Sin embargo el sistema de precios estd implicito. El
teorema nos dice que hay un sistema de precio walrasiano p tal que cuando cuan-
do la asignacion inicial de recursos es 7, cada consumidor ¢ maximiza su utilidad
u;(z;) bajo la restriccion presupuestaria pr; < pz; escogiendo el plan de consumo
Z;. Por lo tanto (p, Z) es un equilibrio walrasiano, Z es una asignacién de Walras
y p es un sistema de precios de Walras.

Sefialemos también que hemos enunciado el teorema imponiendo una redis-
tribucion de la dotacién inicial w > 0 de forma que la nueva asignacién trans-
formada inicial de recursos fuera precisamente x. La figura 4.27 muestra que de
hecho cualquier transformacion de la asignacion inicial en una asignacién en el
(hiper)plano de precios que pasa por =, como por ejemplo w permite obtener la
asignacion x como asignacion de Walras.

Por lo tanto podemos enunciar el siguiente corolario al segundo teorema del
bienestar:

Corolario 4.2. Bajo los supuestos del segundo teorema del bienestar, si ¥ es efi-
ciente en el sentido de Pareto entonces podemos encontrar un sistema de precios p
que soporta a x como asignacion de Walras imponiendo una redistribucion de la
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dotacion inicial w que la transforme en una asignacion w que satisfaga pw; = px;
para todo v € 1.

4.2.7. Unicidad del equilibrio walrasiano

Cuando hablamos de las condiciones que garantizan la unicidad del equili-
brio en un modelo de equilibrio general competitivo lo hacemos teniendo bajo la
consideracién de que esta unicidad se verifica dada la normalizacion de precios
utilizada en el planteamiento del modelo.

En esta seccién estudiamos las condiciones que garantizan la unicidad de la
solucién. Un problema diferente, pero igualmente importante, es encontrar una
interpretacion econdmica a estas condiciones.

Consideremos pues, una funcién de exceso de demanda z(p) para una eco-
nomia E. Sea II(E) el conjunto de precios de equilibrio en el simplex A!~1. Re-
cordemos que dado que z(p)p = 0, la matriz jacobiana

dz1(p) 9z1(p) 8z1(p)
Op1 Op2 T dpy
Dz(p) =] : oo
Oz(p)  Oz(p) 9z1(p)
op1 Op2 T Opy

es singular. Esto es consecuencia de la homogeneidad de grado cero de z(p).
Es decir, dado que z(Ap) = z(p), diferenciando con respecto a A\ obtenemos
Dz(Ap)p = 0. Para A = 1 obtenemos la propiedad deseada.

En los argumentos que presentaremos a continuacion utilizaremos extensiva-
mente el rango de la matriz jacobiana. De las observaciones anteriores sabemos
que como maximo el rango puede ser [ — 1. La clase de economias para las que
el rango de la matriz jacobiana Dz(p) es mdximo jugard un papel importante.
Definamos pues,

Definicion 4.16 (Precios regulares). Un vector de precios p = (p1,...,p) €
II(E) para una economia E es regular si la funcion de exceso de demanda z(p)
es continuamente diferenciable y la matriz jacobiana Dz (p) tiene rango mdximo.

Definicion 4.17 (Economia regular). Una economia E se denomina regular si
todos sus precios de equilibrio p € TI(E) son regulares.

Para ilustrar esta definicion consideremos algunos ejemplos de economias con
dos bienes en las que utilizamos la normalizacion p, = 1.

Las figuras 4.28(a) y (b) muestran ejemplos de economias regulares porque en
todos sus equilibrios los precios son regulares, es decir la pendiente de la funcién

aZl <p17 ]-)

de exceso de demanda satisface # 0 en todas las soluciones. Sin em-

P1
bargo, las figuras 4.28(c) y (d) muestran ejemplos de economias no regulares. En
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Figura 4.28: Economias regulares y no regulares.

el caso (c) la pendiente de la funcion de exceso de demanda en la solucion es cero;
en el caso (d) la pendiente de la funcion de exceso de demanda en alguna de las
soluciones es cero.

En economias de intercambio como la que nos ocupan, la cuestion de la unici-
dad se concreta en la propiedad de la substituibilidad bruta de la funcién de exceso
de demanda z(p). Para motivar el concepto, que definiremos a continuacién, con-
sideremos la funcion de demanda de un consumidor en una economia con dos bie-
nes. Dado un vector de precios, la matriz de Slutsky tiene componentes negativos
en la diagonal principal y componentes positivos fuera de la diagonal principal.
Esto nos dice que si el precio de un bien aumenta, la demanda compensada de
otro bien aumenta. Sin embargo, si consideramos el efecto sobre la demanda bru-
ta, es decir incorporando el efecto riqueza, es posible que el incremento del precio
de un bien provoque una disminucion de la demanda de ambos bienes. En otras
palabras, en términos brutos ambos bienes pueden ser complementarios.

Definicion 4.18 (Substitutivos brutos). Consideremos una economia E con [ bie-
nes. Decimos que los bienes son substitutivos brutos si cuando aumenta el precio
de uno de los bienes, su demanda disminuye y la demanda de cada uno de los
otros bienes aumenta.

Definicion 4.19 (Funcién de exceso de demanda y substitutivos brutos). Decimos
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que la funcion de exceso de demanda z(p) posee la propiedad de la substitucion
bruta si para un par de sistemas de precios p y p para los que podemos encontrar
algiin bien h tal que py, > pn y Pr. = pk, k # h tenemos que z(p) > zx(p), Vk #
h.

De hecho, dada la homogeneidad de grado cero de z(p), con substituibilidad
bruta también se verifica que z,(p) < zp,(p). Para verlo consideremos p = ap don-
de o = py,/pn- Notemos que p, = D Y Dr > D para k # h. La homogeneidad de
grado cero de z(-) nos dice que 0 = 2;,(p) — 21 (p) = 21(D) — 20(D) + 21(D) — 21 ().
Abhora bien, la substituibilidad bruta implica z;,(p) — z,(p) > 0, (cambiamos se-
cuencialmente cada precio pp k # h por p;, aplicando la propiedad de substi-
tuibilidad bruta en cada etapa) de manera que necesariamente debe verificarse
2 (p) — zn(p) < 0.

La version diferencial de la substituibilidad bruta nos dice azk—@ >0, h# k.

Opn
Ademads, la homogeneidad de grado cero implica que Dz(p)p = 0 de manera que

0
Zh—(m < 0, Yh = 1,2,...,l. En otras palabras, la matriz jacobiana Dz(p)

Opn
tiene los elementos de la diagonal principal negativos y los elementos fuera de la

diagonal principal positivos.

La interpretacion econdmica de la substituibilidad bruta nos dice que las cur-
vas de demanda son decrecientes en el propio precio y todas las complementarie-
dades a nivel agregado estan excluidas.

Teorema 4.9 (Unicidad). Sea £ una economia de intercambio en la que las pre-
ferencias de los consumidores son monotonas y estrictamente convexas. Una fun-
cion de demanda que satisface la propiedad de la substituibilidad bruta tiene
como mdximo un equilibrio. Es decir, la ecuacion z(p) = 0 tiene como mdximo
una solucion.

Demostracion. Necesitamos demostrar que no puede ocurrir que z(p) = z(p)
cuando p y p son dos vectores de precios no colineales.

A partir de la homogeneidad de grado cero, podemos suponer que p > p'y
pr = D para algin h. Modifiquemos ahora el vector de precios p para obtener el
vector de precios p en una sucesion de [ — 1 etapas disminuyendo (o manteniendo)
el precio de cada bien k£ # h secuencialmente, uno en cada etapa.

Dada la substituibilidad bruta, el exceso de demanda del bien h no puede dis-
minuir en ninguna etapa y como p # p, en realidad aumentara en al menos una de
las etapas. Por lo tanto z,(p) > z,(p). O
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4.2.8. Estabilidad del equilibrio de Walras

La idea de la estabilidad de un equilibrio consiste en examinar si las fuerzas
que operan sobre esta situacion de equilibrio restauran a la economia a su situacién
original tras sufrir una perturbacion que la desplaza de la situacion de equilibrio.

En nuestro contexto, una perturbacion representa una situacion en la que el
precio presente no coincide con el precio de equilibrio.

Definicion 4.20 (Equilibrio estable). Decimos que un equilibrio es estable si las
fuerzas que operan sobre la oferta y la demanda permiten recuperar el equilibrio
después de haber estado sometidas a una perturbacion.

Distinguiremos dos tipos de estabilidad. La estabilidad estdtica y la estabilidad
dindmica.

Estabilidad estatica

La estabilidad estatica (o estabilidad de Walras) del modelo de equilibrio gene-
ral competitivo se conoce también como la ley de la oferta y la demanda. Hemos
ya definido la funcién de exceso de demanda del bien £ para el consumidor
como e;(p) = z(p) — wix. También hemos definido la funcién de exceso de de-
manda agregada del bien k& como z;,(p) = > .., €ix(p). Finalmente, el equilibrio
competitivo es un vector de precios p* tal que z;(p*) = 0, Vk.

Imaginemos ahora un shock que disminuye el precio del mercado k. Como
consecuencia se genera un exceso de demanda positivo en el mercado del bien k.
Ante esta situacién nos encontraremos en una situacion estable si el precio py, tien-
de a aumentar de forma que disminuya el exceso de demanda y reencontremos el
precio de equilibrio p;. De forma paralela, también debe ocurrir que ante un shock
que provoque un aumento del precio del bien k debe ocurrir que el precio py, tien-
da a disminuir de forma que aumente el exceso de demanda negativo (disminuya
el exceso de oferta) y reencontremos el precio de equilibrio pj.

Cuando este comportamiento se verifica en todos los mercados de la economia
estamos en presencia de un equilibrio estable.

Para abordar el andlisis formal de este argumento consideremos el mercado
del bien k£ y un precio py. A este precio habra consumidores (de acuerdo con sus
dotaciones iniciales y sus preferencias) que estaran dispuestos a adquirir unida-
des adicionales del bien k. Estos consumidores los denominamos demandantes de
bien k. La cantidad que agregadamente estdn dispuestos a comprar la denotamos
como Dy (p). También encontraremos consumidores que estardn dispuestos a ven-
der parte de su dotacidn inicial del bien k. Estos consumidores los denominamos
oferentes de bien k. La cantidad que agregadamente estan dispuestos a vender
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Figura 4.29: Estabilidad estatica.

la denotamos como Si(p). Con esta notacién podemos reescribir la funcién de
exceso de demanda agregada del bien £ como

2k(p) = Di(p) — Sk(p),

La estabilidad del equilibrio competitivo simplemente nos dice que para todos
los mercados k

dzy,(p)

<0 Vk,
dpr

es decir

dDy(p) _ dSk(p)
<
dpx dpx
Por lo tanto, el equilibrio competitivo es estable en el sentido de Walras cuando
en todos los mercados, la curva de oferta tiene mds pendiente que la curva de
demanda. Notemos que esto siempre se verifica cuando la demanda es decreciente
y la oferta es creciente en el precio. La figura 4.29 ilustra este argumento.

Vk.

Estabilidad dinamica

Aunque el modelo de equilibrio general competitivo es estatico podemos ima-
ginar una historia de la evolucion de los precios hacia el precio de equilibrio que
nos ayude a comprender como los mercados alcanzan el equilibrio y la estabili-
dad de éste. Esta historia se desarrolla en una secuencia de periodos ficticios de
acontecimientos.

Consideremos un mercado arbitrario (en todos los mercados ocurre lo mismo).
En el primer periodo se selecciona aleatoriamente un consumidor quien hace una
oferta inicial. Esta oferta es publica de manera que todos los agentes tienen la
oportunidad de reaccionar y realizar intercambios a un cierto precio.
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Pasado este primer periodo se se selecciona aleatoriamente otro consumidor
quien hace una oferta. Ante esta segunda oferta de nuevo se producen intercam-
bios a un nuevo precio. El proceso se repite una y otra vez hasta que el precio
al cual se realiza el intercambio se repite periodo tras periodo. Entonces hemos
alcanzado el equilibrio del mercado.

Formalmente, estamos planteando un proceso de formacion de precios del tipo
(obviamos el subindice correspondiente al mercado para aligerar la notacion)

P — Di—1 = kz(pi-1), (4.20)
donde £ es una constante positiva.

Ejemplo 4.1. Consideremos a efectos ilustrativos el ejemplo siguiente. Demanda
y oferta en el periodo (ficticio) t vienen dadas por

Dy(p) = apy +b (4.21)
Si(pe) = Ap: + B. (4.22)

La funcion de exceso de demanda agregada ent — 1 es pues
z2(pi—1) = (a — A)pi_1 + (b — B). (4.23)

Sustituyendo (4.23) en (4.20) obtenemos,

P — Di—1 = k[(a — A)pi—1 + (b — B)],
es decir,

pr=pi—a[l +k(a—A)]+ k(b— B).
Esta ecuacion en diferencias, dada una condicion inicial py en t = 0, tiene como
solucion®

b—B ¢t b—1D
= —— (1 — A _— 4.24
po=[po— | (L4 kla— )"+ — (4.24)
En el equilibrio el exceso de demanda es cero, z(p;) = 0. El precio de equili-
brio lo obtenemos a partir de (4.21) y (4.22) haciendo D, — S; = 0, es decir

_b-B
pt_A—a

*

=P

de manera que el término constante de (4.24) representa el precio de equilibrio.

3Ver Gandolfo (1976) para el estudio de las soluciones de las ecuaciones en diferencias.
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Figura 4.30: Estabilidad dindmica (1).

El término

-5

representa la diferencia entre el primer precio y el precio de equilibrio. El término
(1+k(a—A))

representa el proceso de ajuste desde py hasta p*. Finalmente k representa el
grado del ajuste. Un valor grande de k quiere decir que los ajustes sobreestimardn
el exceso de demanda. Vemos pues que la estabilidad dindmica también depende,
como la estabilidad estdtica, de las pendientes de las curvas de demanda y de
oferta.

Analisis grafico de la estabilidad dinamica Recordemos que el proceso de
formacion de precios que consideramos estd representado por (4.20). Por lo tanto,
graficamente p; no es mas que la suma de la funcion kz(p;_1) y el lugar geométri-
co de puntos p; = p;_1. El resultado de esta suma, que denotamos como f(p;_1)
puede ser una funcion creciente o decreciente. La figura 4.30 muestra la derivacion
de f(p;—1) en ambos casos.

Consideremos la situacion de la figura 4.30(a) y veamos la estabilidad del
equilibrio p*. Para ello observemos la figura 4.31. Supongamos que el precio ini-
cial es py que nos sitia en el punto K de la figura. En el periodo siguiente el
precio vendra dado por p; = f(po) que nos sitia en el punto M de la figura. En el
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Figura 4.31: Estabilidad dindmica (2).

periodo siguiente obtendremos un precio p. = f(p;) y asi sucesivamente. Vemos
que este proceso converge al precio p* que se encuentra en la interseccion de la
funcion f(p;_1) con la recta de 45 grados. Un argumento paralelo puede desarro-
llarse si el precio inicial fuese gy. La figura 4.31(a) muestra el proceso de ajuste
mientras que la figura 4.31(b) muestra la trayectoria del precio a lo largo de los
periodos (ficticios) de tiempo. Finalmente la figura 4.32 muestra la estabilidad del
equilibrio p* en el caso de la figura 4.30(b).

Las figuras 4.31 y 4.32 muestran dos situaciones de equilibrio estable en el
que la trayectoria de los precios muestra un acercamiento progresivo al precio de
equilibrio ya sea desde arriba o desde abajo o bien un comportamiento “ciclico” en
el que el acercamiento se realiza dando saltos alrededor del precio de equilibrio.

Podemos también ilustrar situaciones en el que el equilibrio no es estable, ya
sea porque el proceso de ajuste de los precios es explosivo como en las figuras 4.33
y 4.34 o porque los saltos alrededor del precio de equilibrio son de oscilacién
constante como en la figura 4.35.

Fijémonos que la estabilidad o inestabilidad del equilibrio depende de que la
pendiente de la funcién f(p;_1) sea (en valor absoluto) inferior a 1 (estabilidad)
o bien superior o igual a 1 (inestabilidad). Este fendmeno estd relacionado con
la pendiente de la funcién de exceso de demanda agregada y por lo tanto con las
pendientes de las funciones de oferta y demanda como en el caso de la estabilidad
estdtica.

Ejemplo 4.2. Retomemos el ejemplo 4.1, y supongamos el siguiente conjunto de
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Figura 4.32: Estabilidad dindmica (3).
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Figura 4.33: Inestabilidad dindmica (1).
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Figura 4.34: Inestabilidad dindmica (2).
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Figura 4.35: Inestabilidad dindmica (3).
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valores de los pardmetros:

de manera que las funciones de oferta y demanda se reducen a.

Dy(pe) =5 —ps
Si(pt) = 1+ p

El precio de equilibrio en este mercado es p* = 2.
Veamos a continuacion el proceso de ajuste. La funcion de exceso de demanda
agregado ent — 1 es

Z(pt—1) =Dy 1 —5_1= 2(2 - pt—l)-

Por lo tanto,

Pt =Di—1 +kz(p—1) = peo1 +2k(2 — pio1) = peoa (1 — 2k) + 4k.

Supongamos finalmente, k = 1, de manera la trayectoria del precio se describe
con la siguiente ecuacion en diferencias no homogénea:

pr=4—pi_1.

La solucion de esta ecuacion es

pe=(po—2)(—1)" +2.

Consideremos un precio inicial arbitrario, py = 3. La trayectoria de precios que
queremos analizar es pues,

pe=(=1)"+2.

Notemos que estamos en una situacion p; = f(p,_1) donde f' = —1. Ello quiere
decir que los precios describen una trayectoria de ciclo constante, o en otras
palabras, en este mercado el equilibrio p* = 2 es inestable. Es decir, si por alguna
razon el mercado recibe un shock el precio oscilard con un ciclo constante entre
los valores 1 y 3:

-ent =0, el precio es p; = 3

-ent =1, el precioes p; = 1

-ent =2, el precio es p; = 3

-ent = 3, el precio es p; = 1, etc, etc.
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4.3. Economias con produccion

Hasta ahora hemos supuesto que los consumidores solo podian intercambiar
sus dotaciones iniciales de bienes. Vamos a ampliar la perspectiva del modelo
de equilibrio general competitivo suponiendo que es posible producir nuevos bie-
nes en la economia utilizando como inputs algunos de los bienes que reciben los
consumidores como dotaciones iniciales. En consecuencia pues, las cantidades de
bienes ya no estardn fijadas por las dotaciones iniciales sino que se determinaran
endégenamente a partir de los precios de los mercados de factores de producciéon
y productos.

4.3.1. Un modelo sencillo: 1a economia de Robinson-Crusoe

La manera més sencilla de visualizar un modelo de equilibrio general competi-
tivo con produccién es pensar en un agente que se comporta simultdneamente co-
mo consumidor y como productor. A este agente se le suele denominar Robinson-
Crusoe. Exposiciones brillantes de este modelo pueden encontrarse en Koopmans
(1980), Mas-Colell et al. (1995) o Starr (1997) por ejemplo.

Esta economia sencilla permite caracterizar un proceso centralizado de deci-
siones que permiten obtener una asignacion eficiente. También permite, aunque
de manera artificial, descomponer las decisiones de produccion y de consumo a
través de un mecanismo de mercado.

El objetivo de este ejercicio es pues ilustrar los conceptos de asignacion efi-
ciente, de equilibrio general y de descentralizacion via el mecanismo del mercado.
En esta economia resulta trivial caracterizar las asignaciones eficientes. Cualquier
asignacién que maximice la utilidad de Robinson sujeta a los recursos disponibles
y a la tecnologia serd eficiente. Sin embargo, y por construccion, en esta economia
no aparecen problemas de distribucion entre individuos.

Con esta economia identificaremos, en primer lugar, las asignaciones eficien-
tes. En otras palabras, caracterizaremos un plan de consumo y un plan de pro-
ducciéon que maximice la utilidad de Robinson bajo las restricciones impuestas
por la tecnologia y la disponibilidad de recursos. A continuacién estudiaremos
esta economia desde una Optica diferente. Plantearemos el problema de caracte-
rizar una economia competitiva con una empresa, un propietario de la empresa
(Robinson), un consumidor (Robinson), y un trabajador (Robinson). Todos estos
agentes se comportan de forma competitiva, es decir, consideran los precios como
dados. Resumiendo, en esta economia competitiva tendremos una empresa que,
a la vista de los precios de los factores y de los productos, decide contratar una
cierta cantidad de horas de trabajo con el objetivo de producir un bien de consu-
mo y maximizar su beneficio; un Robinson trabajador que vende horas de su ocio
a la empresa en forma de trabajo y recibe un salario; un Robinson empresario
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que recibe el beneficio; y un Robinson consumidor que decide comprar una cesta
de bienes (ocio, bien de consumo) a la empresa con el objetivo de maximizar su
satisfaccion.

Para completar la descripcion de la economia sefialemos que el Robinson con-
sumidor tiene preferencias continuas, convexas y fuertemente monétonas defini-
das sobre el consumo de ocio y un bien de consumo producido por la empresa.
Tiene una dotacién inicial de L horas (e.g. 24 horas al dia) y no tiene dotacién
de ningtin bien de consumo. El bien de consumo lo denotamos por ¢ y el ocio
como R. El tiempo de ocio estd determinado por R = L — L, donde L representa
las horas de trabajo. La funcién de utilidad u(c, R) es estrictamente concava y
representa las preferencias del Robinson consumidor. En particular,

ou ou 0%u 9%u 9%u
ﬁ>07%>0,@<0’@<0,8f{80>0.

En la economia hay una dnica actividad productiva consistente en la produc-
cion de un bien de consumo (e.g. recoleccidon de cocos). Esta actividad requiere
de un unico factor de produccién que es trabajo. Formalmente, la tecnologia de
recoleccion de cocos es ¢ = F(L), donde ¢ representa la produccionde cocos,
L las horas de trabajo, y F' es estrictamente cOncava y creciente. En particular,
F'(-) >0, F'(0) = 400, F"(-) <O.

El enfoque centralizado

El problema que queremos resolver es la identificacion de (L, q) consistente
con la dotacion inicial de L horas de ocio y la tecnologia F', que maximice u(c, R)
donde c = ¢ = F(L) y R = L — L. Formalmente,

c=4q,
ma}{xu(c, R)s.a < q=F(L),
’ R=L-1L
es decir,
mz’ixu(q,f —L)saq=F(L),
q?
es decir,
mLéxu(F(L),z —L). (4.25)
La solucién de este problema es,
Ou(F(L),L— L
WlBD.L= ) _ (4.26)
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es decir, _
% 8_F n ou O(L-L)
oFoL  oIL-1L) oL 7
es decir, dado que g—; = g—z = % podemos escribir,
ou ou
—F — —=0. 4.27
dc R 0 “427)
Por lo tanto,
ou
OR _
a_u =F = i (4.28)
oc

puesto que ¢ = F(L — L). Los supuestos de concavidad sobre u(-) y F(-) junto
con (4.28) aseguran que la solucién es un maximizador de la utilidad.

La condicién (4.28) caracteriza la solucién y nos dice que la pendiente de la
curva de indiferencia y de la frontera de posibilidades de produccién (i.e. la fun-
cion de produccion) se igualan en la solucion. Esta solucion tiene la propiedad de
ser (por construccion) eficiente en el sentido de Pareto. La eficiencia de Pareto en
este contexto significa dos cosas. Por una parte, que la solucién contiene la deman-
da de trabajo técnicamente Optima para la recoleccion de cocos realizada. En otras
palabras, la combinacién (L, ¢) se encuentra sobre la frontera del conjunto de po-
sibilidades de produccién. Por otra parte, la combinacién de cocos y ocio (¢, R)
es la que permite conseguir la maxima satisfaccion al Robinson consumidor.

Fijémonos que el lado izquierdo de (4.28) es la tasa marginal de sustitucion
de ocio por cocos, T'M Sg .. El lado derecho es el producto marginal del trabajo
en la recoleccidon de cocos. Dado que trabajo y ocio se convierten uno en otro a
la tasa constante uno a uno, el producto marginal del trabajo en la recoleccién de
cocos también representa la tasa marginal de transformacion. Asi pues, podemos
reescribir (4.28) como

TMSge=TMTt,.

Podemos acabar de clarificar la caracterizacion de la solucién (4.28) con la
ayuda de la figura 4.36. Utilizando la convencién de inputs negativos, en ordena-
das medimos la produccién y el consumo de cocos y en abscisas medimos horas
de ocio de izquierda a derecha y horas de trabajo de derecha a izquierda.

La curva concava representa la frontera del conjunto de posibilidades de pro-
duccidn. Las curvas convexas representan curvas de indiferencia. La solucion efi-
ciente esté representada por el punto M donde la frontera del conjunto de produc-
cién permite alcanzar el méximo nivel de utilidad (sujeto a la restriccion adicional
de las L horas) y las pendientes de ambas funciones se igualan.
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Figura 4.36: Asignacidn eficiente en la economia de Robinson Crusoe.

El enfoque descentralizado

Nos planteamos a continuacidn la posibilidad de conseguir la asignacién M
de forma descentralizada a través del mecanismo de mercado, en lugar del pro-
grama de optimizacion que acabamos de estudiar. Para ello, analizamos primero
la actividad de producién y a continuacién el comportamiento del Robinson con-
sumidor.

Robinson productor

La actividad productiva consiste en la compra de tiempo de ocio (del consumi-
dor) para utilizarlo en forma de trabajo que permite producir el bien de consumo
(cocos) cuya venta (al consumidor) genera los ingresos de la empresa. Sea w el
precio de una hora de ocio (trabajo) y p el precio de una unidad del bien de con-
sumo. Estos precios estdn dados. La empresa debe decidir la cantidad de trabajo
que utiliza para maximizar los beneficios dados (p, w). Formalmente, buscamos
la solucion del problema,

mLéuXpF(L) —wL.

El resultado de este problema es una demanda 6ptima de trabajo, L(p, w), un
nivel 6ptimo de produccién de cocos, ¢(p, w), y unos beneficios 6ptimos, 7(p, w).
La figura 4.37 ilustra la situacion.

Robinson consumidor

El propietario de la empresa es Robinson. Por lo tanto la renta del Robinson
consumidor procede de dos vias: de los beneficios de la empresa y de la venta de
tiempo de ocio en forma de trabajo (a la tasa de conversion uno a uno). Represen-
tando la renta como Y, ésta se define como

Y =w(L — R) + 7(p,w).
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—L <

Figura 4.37: El problema de la empresa.

El problema del Robinson consumidor es pues decidir un plan de consu-
mo (R, ¢) que maximice su utilidad dados los precios (p, w) y la renta Y, es decir
ngi{jxu(R, ¢)s.apec < w(L — R)+ m(p,w).

Las demandas Optimas resultantes de ocio y del bien de consumo las denotamos
como R(p,w) y ¢(p, w) respectivamente.

La figura 4.38 ilustra este problema de decision. En el eje de abscisas medimos
trabajo y ocio. El conjunto presupuestario refleja las dos fuentes de renta. Cada
unidad de ocio que vende le genera una renta w que le permite adquirir w/p uni-
dades del bien de consumo. Ademads, cada unidad de ocio que vende hace obtener
beneficios a la empresa que se incorporan a su renta. Por ello, la recta presupues-
taria no corta al eje de abscisas en 0, sino que en ese punto Robinson dispone de
una renta 7(p, w) /p.

Es importante darse cuenta de que la recta isobeneficio de la figura 4.37 aso-
ciada al problema de la maximizacion del beneficio, coincide con la recta presu-
puestaria de la figura 4.38.

Un sistema de precios walrasiano en esta economia se caracteriza por un vector
de precios (p*, w*) al que tanto el mercado de trabajo como el del bien de consumo
estan equilibrados, es decir

*

q(p*, w*) = c(p", w")

L — R(p*,w*) = L(p*,w*).

Los precios (p,w) de la figura 4.38 no son de equilibrio walrasiano. Por el
contrario, a esos precios obtenemos un exceso de demanda de trabajo y un ex-
ceso de oferta de bien de consumo. Una situacién de equilibrio se muestra en la
figura 4.39 en la que a los precios (p*, w*) ambos mercados se vacian.
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Figura 4.38: El problema del consumidor.

La figura 4.39 nos ilustra sobre un fendmeno muy importante. Una combi-
nacion de consumo y ocio puede surgir como equilibrio competitivo si y sélo si
maximiza la utilidad del consumidor sujeta a las restricciones impuestas por la
tecnologia y la disponibilidad de recursos. En otras palabras, la asignacién walra-
siana es la misma asignacién que hubiéramos obtenido si un planificador central
gestionara la economia con el objetivo de maximizar el bienestar del consumidor.

El andlisis grafico que hemos desarrollado tiene su traduccion formal en los
siguientes términos.

El problema de la empresa, como hemos descrito, consiste en determinar una
demanda de trabajo maximizadora de beneficios, es decir,

mLéXpF(L) —wL

La condicién de primer orden nos dice,

dm
77 P w =0,

es decir,
F'=—.
p

Esta condicion nos dice que el salario real se iguala al producto marginal del
trabajo. Por lo tanto, dado que para la empresa los precios son paramétricos, las
decisiones Optimas de la empresa son una demanda de trabajo L(p, w) y una oferta
de bien de consumo ¢(p, w) que maximiza los beneficios dada su tecnologia ca-
racterizada por la funcién de produccién F'(L). Estas decisiones generan un nivel
de beneficios 7(p, w) que la empresa transfiere a su propietario.
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Figura 4.39: El equilibrio walrasiano.

El problema del consumidor es determinar una cesta de consumo (¢, R), cuyo
valor de mercado es pc+w R, que le permita obtener la maxima satisfaccion dados
los precios (p, w) y su renta Y. Formalmente,

m?ji%x u(c, R) s.aY = wR + pc,

que podemos reformular como

Y—pc)'

MAax u <c,
C
La condicion de primer orden nos dice

du_ou  0udR
de  Oc¢c  OR dc
ou Ouy/ p

5 T or(w) =0

y reordenando términos,
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Es decir, el consumidor a la vista de (p, w) y 7(p, w) determina una cesta de
ocio y consumo caracterizada por la igualdad entre la tasa marginal de sustituciéon
de ocio por el bien de consumo (cocos), 7'M Sg ., y el salario real.

Para cualquier sistema de precios (p, w) podemos también demostrar la coin-
cidencia entre la recta presupuestaria del consumidor y la recta isobeneficio es-
cogida por la empresa (es decir la asociada al mdximo beneficio). La ecuacion de
esa recta isobeneficio es

.= 7(p,w) +wL 4.29)
p
con pendiente —w /p (recordemos que estamos utilizando la convencion de inputs
negativos, L < 0).
Por otra parte, la renta del consumidor, recordémoslo, estd definida por

Y = w(L — R) + n(p,w).

Esta renta debe permitir la compra del bien de consumo decidido por el consumi-
dor. Por lo tanto,

pc =w(L — R) + 7(p,w), (4.30)

que podemos reescribir como

¢ = w(L_R)p+ m(p,w) 4.31)

Dado que L = L — R, podemos reescribir (4.31) como

o= Wb w) 432)
p
que es la ecuacion de la recta presupuestaria del consumidor.

Como ya hemos mencionado, este es un argumento general para cualquier
sistema de precios. Para verlo, notemos que la ecuacion (4.30) es una identidad
contable. Nos dice que el valor de la produccién de la empresa al precio del mer-
cado se utiliza para retribuir a los factores de produccién (las horas de trabajo de
Robinson) y al propietario de la empresa (Robinson). Por lo tanto, la renta de que
dispone el Robinson consumidor es precisamente la justa para comprar la produc-
cion de la empresa. Ello se verifica para cualquier sistema de precios porque los
beneficios de la empresa se computan como parte de la renta del consumidor.

En equilibrio el papel de los precios es conseguir que oferta y demanda se
igualen en los dos mercados. Las decisiones de la empresa y del consumidor se
han tomado independientemente pero, naturalmente estidn relacionadas entre si.
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Precisamente, los precios proporcionan los incentivos para que estas decisiones
independientes sean consistentes. En otras palabras, la seleccion de (p*, w*) nos
permite descentralizar las decisiones de la empresa y del consumidor.

Podemos finalmente obtener la Ley de Walras. Esta nos dice que para cualquier
sistema de precios, la suma del valor de los excesos de demanda es cero. A partir
de (4.30) y utilizando la definicién de beneficios podemos escribir,

pc=w(L — R) + [pF(L) — wL],
que podemos simplificar para obtener,
ple—F(L)]=0 (4.33)

que es precisamente la ley de Walras dado que ¢ = F'(L) representa la oferta
de bien de consumo y c representa la demanda. Una vez mas podemos observar
aqui la descentralizacion de las decisiones. La empresa determina un par (L, q);
el consumidor determina un par (¢, R). S6lo en equilibrio estas decisiones son
consistentes, i.e.c =qy R = L—1L.

Existencia y optimalidad del equilibrio

Consideremos la normalizacion del precio del bien de consumo p = 1. La
definicién del equilibrio general competitivo se reduce a una asignacién (¢, R) y
a un salario w* tal que ¢(w*) = c(w*) y L(w*) = L — R(w*).

Sea pues, L(w) la demanda de trabajo y sea R(w) la demanda de ocio. Dados
los supuestos sobre la tecnologia y las preferencias sabemos que

» L(w)y R(w) son continuas;

= Para w = 0, la demanda de trabajo es positiva pero la oferta de trabajo es

nula, es decir L(0) > 0y R(0) = L;

= Para w > W obtenemos R(w) < Ly L(w) — 0, es decir, si el salario es
suficientemente alto, la oferta de trabajo es sustancial, pero la demanda es
negligible.

Sea z(w) = R(w) + L(w) — L la funcién de exceso de demanda de traba-
jo/ocio. Dadas las propiedades de L(w) y de R(w), sabemos que z(w) es continua
y2(0) >0y z(w) < 0.

Aplicando el teorema del valor intermedio, sabemos que ha de existir un sala-
rio w* € (0,w) tal que z(w*) = 0. Estableciendo asi la existencia del equilibrio.
La ley de Walras implicard que en w* dado que L(w*) = L — R(w*) también
a(w) = c(w).
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Para estudiar la optimalidad de Pareto de este equilibrio, recordemos que la
condicidn de primer orden de la maximizacion del beneficio nos dice

w* = F'(L(w*)),
y la condicion de primer orden de la maximizacion de la utilidad nos dice
Ou(c(w"), R(w”))
£ _ OR
Ou(c(w"), R(w"))
dc

de manera que

F'(L(w*)) = TMSg (w").
que es la condicién de primer orden que caracteriza la optimalidad de Pareto de
acuerdo con (4.28). Por lo tanto el salario de equilibrio general competitivo posee
la propiedad de la optimalidad de Pareto.

Este resultado nos dice que podemos alcanzar una asignacion eficiente de for-
ma descentralizada utilizando los precios como mecanismo de coordinacion entre
los agentes. Los precios, en este caso el salario, conllevan toda la informacion
relevante para proveer los incentivos adecuados a los agentes de manera que las
ofertas y demandas en los dos mercados se equilibren. En otras palabras, el pro-
blema de Robinson (obtener la médxima satisfaccién a partir de las posibilidades
productivas) puede descomponerse y descentralizarse en dos problemas indepen-
dientes pero relacionados: la maximizacion del beneficio para la empresa y la
maximizacion sujeta a la restriccion presupuestaria para el consumidor.

4.3.2. El modelo generalizado: Robinson y Viernes

Vamos a proponer a continuacion una generalizacion de la economia de Ro-
binson Crusoe considerando dos consumidores, dos empresas, dos factores de
produccién y dos bienes de consumo que permitird capturar todos los aspectos
relevantes del modelo con m consumidores, n empresas y [ mercancias.

Supongamos pues que Robinson encuentra a Viernes y ello modifica la econo-
mia introduciendo dos actividades productivas (recoleccidn de cocos y pesca) que
se realizan con dos factores (trabajo cualificado de Robinson y trabajo no cualifi-
cado de Viernes). Estas dos actividades productivas se realizan por dos empresas
independientes cuyos propietarios son Robinson y Viernes. Robinson tiene ini-
cialmente toda la dotacion de trabajo cualificado Z;, y Viernes tiene inicialmen-
te toda la dotacion de trabajo no cualificado Z,. Asimismo, Robinson y Viernes
tienen preferencias definidas sobre los dos bienes de consumo (1, x2) represen-
tables mediante funciones de utilidad w;(z;) estrictamente cuasiconcavas, donde
x; = (x;1, x;2) representa un plan de consumo del consumidor i.
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Figura 4.40: Asignaciones de factores de produccion.

Denotaremos un plan de produccion de la economia como (g1, g2), donde g,
es la produccion del bien de consumo correspondiente a la empresa j. Denotare-
mos los factores utilizados por la empresa j como z; = (21, 22); finalmente las
tecnologias de las respectivas empresas las representaremos mediante las funcio-
nes de produccion f;(z;). Supondremos que ambas tecnologias son estrictamente
cuasicOncavas y crecientes en los dos factores.

Podemos representar una asignacion de factores de produccion para las empre-
sas mediante una caja de Edgeworth donde la base de la caja representa la dotacién
total de trabajo cualificado z; y la altura representa la dotacién total de trabajo no
cualificado Z,. Los factores utilizados por la empresa 1 los medimos desde la es-
quina inferior izquierda y los factores utilizados por la empresa 2 los medimos
desde la esquina superior derecha. Una asignacion de factores de produccion es
pues un vector z = (211, 212, 221, Z22) que representamos como un punto en la caja
de Edgeworth. La figura 4.40 ilustra esta descripcion.

Empezaremos el analisis con el estudio de la determinacion de las asignacio-
nes de factores de produccion eficientes en el sentido de Pareto.

Recordemos que el conjunto de isocuantas de la empresa j es

{(z1,2j2) € R fi(20, 22) = v}

donde v es una constante arbitraria. Podemos dibujar los mapas de curvas iso-
cuantas de ambas empresas en el espacio definido por la caja de Edgeworth de la
figura 4.40 de la misma manera como dibujamos los mapas de curvas de indife-
rencia de los consumidores en la figura 4.3.
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Figura 4.41: Asignaciones eficientes de factores.

Definicion 4.21 (Asignacion eficiente de factores de produccion). Decimos que
una asignacion de factores de produccion z es eficiente en el sentido de Pareto
si no existe otra combinacion de factores alternativa que permita aumentar la
produccion de alguna empresa sin disminuir la produccion de alguna otra.

La figura 4.41 ilustra esta definicion. La parte (a) de la figura muestra una
asignacion que no es eficiente porque cualquier asignacion en el interior de la zona
coloreada permite aumentar la produccion de las dos empresas simultdneamente.

Por lo tanto, una asignacion eficiente de factores estard caracterizada por la
tangencia entre dos isocuantas. La parte (b) de la figura 4.41 ilustra el conjunto
de asignaciones eficientes de factores. Este conjunto es especialmente relevante
porque genera las combinaciones de volimenes de produccion (g, g2) en la fron-
tera del conjunto de posibilidades de produccién de la economia de Robinson y
Viernes, como ilustra la figura 4.41(c).

El enfoque centralizado

Un planificador central se enfrenta al problema de determinar una asignacion
eficiente de inputs z = (211, 212, 221, 292) que generardn unos volimenes de pro-
duccién g; = q;(zj1,2j2), j = 1,2. A suvez, y dada esta disponibilidad de bienes
de consumo, debe determinar un plan de consumo para Robinson y para Vier-
nes © = (x11, %19, 91, Te9) que maximicen sus utilidades respectivas y agoten
el producto, es decir z1; + r2; = ¢;, 7 = 1,2. Formalmente, el problema del
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planificador central podemos formularlo como
Hl;‘:lX E |:pj.fj<zj17 ng) — W1Z51 — WaZj2 S.a
J

(21 + 2 =7
212 + 292 = Z2
fi(z1) = 211 + 2 (4.34)
fo(22) = 212 + To2

L (Q?il, $i2) = arg méXmi ui(x“, l’ig) S.a (.1'1‘1, :UiQ) € Bz(p> Y1

Griéficamente, el punto (g, §,) determina las dimensiones de la caja de Edge-
worth para los consumidores Robinson y Viernes. En ésta, la asignacién de con-
sumo x debe satisfacer la optimalidad de Pareto, es decir debe ser una asignacién
en la que las curvas de indiferencia respectivas son tangentes, o en otras palabras
las tasas marginales de sustitucion se igualen.

Por altimo, y para que las decisiones de produccion y consumo sean consis-
tentes debe ocurrir que, como en el caso sencillo de la economia de Robinson, las
tasas marginales de sustitucion sean iguales entre si y se igualen también a la tasa
marginal de transformacion.

Asi pues, una asignacion (z*, z*) de equilibrio se caracteriza por

TMS) .. =TMS? . =TMT, .

1,22 1,72

La figura 4.42 ilustra el argumento.

El enfoque descentralizado

Como en el caso de la economia sencilla de Robinson, podemos preguntarnos
también si existe un sistema de precios (p,w) = (p1, p2; w1, ws) que permita de
forma descentralizada via el mecanismo del mercado, implementar una asignacion
(z*, z*) de equilibrio walrasiano.

El problema para la empresa j es comprar inputs (z;1, 2;2) y producir bien de
consumo ¢; que, dados los precios (p, w) maximice el beneficio. Formalmente,

(ZmaZX pjfj(zjhzjz) — W1Zj1 — W2Zj2, ] = 1,2
§1,252

Las cuatro condiciones de primer orden

9

; =w araj=1,2yk=1,2
](9ij k P J , 4y
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Figura 4.42: Equilibrio centralizado.

junto con la condicién de equilibrio en el mercado de factores,

szk =7, parak=1,2
J

determinan la demanda 6ptima de inputs z;; (p, w) y zj2(p, w), que a su vez, via la
funcion de produccion identifican un volumen de produccion ¢;(p, w). Los ingre-
sos generados por la venda de esta produccién netos de los costes de produccion
definen el nivel de beneficios 7;(p, w).

Alternativamente podemos caracterizar las condiciones de equilibrio de las
empresas a partir de las funciones de coste ¢;(w, g;). Este es el denominado enfo-
que dual de costes. Las condiciones de primer orden

D= acj(w’Qj)
J aqj
nos dicen que el nivel de produccion de cada empresa es el que maximiza los

beneficios. Entonces, podemos aplicar el lema de Shephard para determinar la
demanda 6ptima de inputs de la empresa j. Esta viene dada por

j=1,2

_ acj (w7 qj)
Zik = —aWk .

E Zik :Ek
J

Por ultimo, la condicién
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Figura 4.43: Equilibrio en el mercado de factores.

asegura que el mercado de factores se vacia.

Profundicemos un poco més en la determinacion del equilibrio en el mercado
de factores. Para ello vamos a denotar como a;(w) = (a;1(w), a;2(w)) la combi-
nacion de factores minimizadora del coste de la empresa j. Supongamos que la
produccion del bien 1 es relativamente més intensiva en el factor 1 que la produc-
cion del bien 2, es decir

CLH(U}) 921 (UJ)
a12(w) ClQQ(UJ)

Yw = (wy, ws).

Supongamos que tenemos un equilibrio interior en el que los niveles de pro-
duccion de ambos bienes es estrictamente positivo. Para determinar los precios de
los factores de equilibrio (w7}, w3) una condicién necesaria es que w* satisfaga el
sistema de ecuaciones

_ Oci(w) _ Oca(w)
= 8(]1 y D2 = 8QQ .

Es decir, en un equilibrio interior los precios de los bienes de consumo deben igua-
larse al coste marginal de produccion. Este sistema de dos ecuaciones determina
los precios de los factores (w7, w3 ). Graficamente, este sistema de ecuaciones nos
dice que las curvas de coste marginal deben cruzarse en (w;,w}) como muestra
la figura 4.43.

Ademas, el supuesto sobre la intensidad de los factores implica que en la in-
terseccion de las curvas de coste marginal, la correspondiente a la empresa 2 es
mds plana que la de la empresa 1.

Una vez determinados los precios de los factores, podemos identificar los ni-
veles de produccion determinando el punto (z], z3) en la caja de Edgeworth de

(4.35)
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Figura 4.44: Niveles de produccién de equilibrio.

asignaciones de factores para el que las intensidades asociadas de factores se co-
rresponden con las encontradas para los precios w*, es decir, el vector z* es aquel
punto en la caja de Edgeworth que verifica

2 an(w”)
2y an(w?)
z_§1 B asy (w*)
2y ag(w*)

tal como se muestra en la figura 4.44

Veamos a continuacion el problema de Robinson y Viernes como consumido-
res.

La renta de cada consumidor procede, como en el caso de la economia sencilla
de Robinson, de dos fuentes. Las renta salarial como oferente de trabajo y la renta
no salarial como propietario de las empresas. Denotemos como 6;; la participacion
del consumidor ¢ en la propiedad de la empresa j, de manera que ) . 6,; = 1 Vj.
Recordemos que suponemos que s6lo Robinson posee trabajo cualificado (z7) y
s6lo Viernes posee trabajo no cualificado (z3). Asi pues, la renta disponible de
Robinson es

Y1 = wy(z11 + 221) + 011mi(p, w) + O1ama(p, w).
De forma similar la renta de Viernes es

Yy = w212 + 222) + 0211 (p, w) + Oaama(p, w).



198 4.3 Economias con produccion

Por lo tanto el objetivo de Robinson y Viernes como consumidores es defi-
nir un plan de consumo z; = (z;1,%;2) @ = 1,2 que maximice sus utilidades
respectivas sujeto a sus restricciones presupuestarias,

max uy (1) s.a p1r1y + pexia = w211 + 201) + 011w (p, w) + Grama(p, w)

z1
Hiéx Uz (2) 8.8 D121 + Paoy = Wa(212 + 222) + Oo1m1 (P, w) + booma(p, w)
2
Los planes de consumo resultantes deben permitir el equilibrio de los merca-
dos de bienes de consumo, es decir

Q1 =11 +x21 Y Q2= 2T12 + Taa.

Resumiendo pues, un equilibrio walrasiano en la economia de Robinson y
Viernes es un sistema de precios (p*, w*) y una asignacion (¢*, z*) donde

q" = (@ (211 (p", W), 212(P", w")), g2 (251 (p*, W), 230 (p*, W) y
= ($11(p*7W*)7$12(p*7?U*>,$21(p*>w ) 1’22(]9 w ))

tal que las empresas maximizan beneficios, los consumidores maximizan utilidad
y los mercados se vacian. Esta asignacion se caracteriza porque las relaciones
marginales de sustitucién de los dos consumidores son iguales entre si, iguales
a la relaciéon marginal de transformacion de la economia, e iguales a los precios
relativos de los bienes de consumo. formalmente,

2
TMSI11,$12 - TMSI21,$22 - TMTQl @ —

b1

Naturalmente en esta economia también se verifica la Ley de Walras. La de-
mostracion de la existencia del equilibrio sigue las mismas lineas de razonamiento
que el caso de la economia de intercambio. Ver Starr (1997, cap. 11).

La figura 4.45 resume la discusion. En ella podemos observar que la oferta
6ptima de bienes de consumo de la economia viene dada por el vector G(z*) =
(@, (%), Gy (=), ) como resultado de la seleccion de inputs z* = (27, 215, 257, Za9)
maximizadora de beneficios para cada una de las empresas. Esta oferta 6ptima
de bienes de consumo satisface la propiedad que la tasa marginal de transforma-
cién se iguala a la relacion de precios py/p; = tan(«). Dadas las preferencias de
los consumidores Robinson y Viernes y dados los precios ps y p1, buscamos sus
demandas Optimas (maximizadoras de utilidad) dadas sus respectivas rentas sala-
riales y no salariales. Ello nos selecciona un plan de consumo x} = (z,, ;) enel
que las relaciones marginales de sustitucion se igualan entre si y a la relacion de
precios. Como consecuencia las demandas de los consumidores son consistentes
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Figura 4.45: La asignacion de equilibrio.

entre si y las demandas agregadas son iguales a las ofertas agregadas. La asig-
nacién descrita junto con el sistema de precios asociado (p*, w*), es pues nues-
tro equilibrio general competitivo con produccion en la economia de Robinson y
Viernes.

Estudiado el enfoque positivo del modelo de equilibrio general competitivo
con produccion podemos pasar ahora a estudiar el enfoque normativo.

Los teoremas del bienestar

Como ya hemos visto en el modelo sin produccién, el primer teorema del
bienestar dice que cualquier equilibrio competitivo es 6ptimo de Pareto. En esta
seccion extenderemos el teorema al modelo con produccion y lo demostraremos.
Este teorema es importante porque requiere muy pocos supuestos sobre la estruc-
tura formal del modelo mas alla de alguna version del supuesto de monotonicidad
de las preferencias. En particular no necesita de ningin supuesto de convexidad
de las preferencias o de la tecnologia.

Proponemos a continuacién una formulacion general del teorema para una
economia con [ mercancias (k = 1,2,...,1), un conjunto / de consumidores
(1 = 1,2,...m) y un conjunto J de empresas (j = 1,2,...,n). Recuperamos
la convencién de inputs negativos, de manera que un sistema de precios en esta
economia lo denotamos como un vector /-dimensional p € ]Rﬂr. Por dltimo para
evitar confusion en la notacién, denominaremos a la renta de un consumidor %
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dado un sistema de precios p, como M;(p).

Teorema 4.10 (Primer teorema del bienestar). Supongamos que las preferencias
de los consumidores son continuas y fuertemente mondtonas (ver cap. 2). Sea
P’ e Rﬂr un sistema de precios competitivo de la economia. Sean =3, i € Iy
q?, j € J el plan de consumo individual y el plan de produccion de la empresa j
asociados. Entonces, 1 es eficiente en el sentido de Pareto.

Demostracion. (i) Dado que z¥ es una asignacion de equilibrio debe satisfacer
0 0 0 :
x;) 7 vy, Ya; € X;, de manera que p’z; < M;(p"), Vi € I.
Consideremos ahora un plan de consumo Z; que para el consumidor i es pre-
ferido a w?. En este caso, la asignacién z; debe ser también mads cara, es decir

AT 0~ 0.0
; implica p'x; > p-z;.

(i) De forma parecida, la maximizacion del beneficio en equilibrio implica
que planes de produccién que generan mayor beneficio que q? a los precios p° no
forman parte de su conjunto de produccién Y. Es decir,

p°q; > pq) implica q; €]

(iii) Dado que en equilibrio los mercados se vacian debe ocurrir
0 0
E x; < E q; + E wj
icl jed i€l

donde w; representa la dotacidn inicial de recursos del consumidor 7.

(iv) Dado que las preferencias satisfacen la monotonicidad fuerte, en equilibrio
cada consumidor seleccionard un plan de consumo que agotard su renta, es decir
p'z) = M;(p°), donde M;(p°) = p'w; + Z 0;575, (4.36)
j€J
donde, dada la convencién de inputs negativos 7§ = p"q).
Sumando (4.36) sobre el conjunto de consumidores obtenemos,

PAEDD [Powi + >0 (Poq?)}

icl il jedJ

=p Z w; +p° Z Z 0:54;

1€l icl jeJ

=p" Z w; +p° Z Z 0545

el jeJ i€l

=p°> wi+p">_qf,

el jeJ
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puesto que para cada empresa j se verifica que ) . 0;; = 1.

(v) Supongamos ahora, contrariamente al teorema, que hay una asignacioén
factible v;, @ € I que verifica v; 7—; x¥ para todo i € I y para algunos consumi-
dores h € [ esta preferencia es estricta, vy, >, x%. La asignacion v; debe ser mas
cara que 79 para aquellos consumidores que mejoran su nivel de satisfaccion y no
debe ser mas barata para el resto. Por lo tanto,

>opt > el = M) =Y w40

iel el el il jedJ

Pero si v; es factible significa que debe existir un plan de produccién g; € Y;
para cada j € J tal que

PO B EDI

el jeJ i€l

Ahora bien, si evaluamos este nuevo plan de produccién a los precios p° obtene-

mos,
PPy wip’ Y ) <> wi <" g +p" > wi

iel jed il jed iel

de manera que concluimos que

Y <p"> G

jed jed

Por lo tanto, para alguna empresa j; € J debe ocurrir poq? < p°g;. Ahora bien,
hemos supuesto que q? maximizaba el beneficio de la empresa j dados los pre-
cios p°, de manera que no puede existir un plan de produccién alternativo que
genere mayor beneficio. Por lo tanto el plan de produccién g; no puede ser facti-
ble para la empresa. Esta contradiccion a su vez demuestra que la asignacion v;
no puede ser factible y la demostracion esta completa. ]

El primer teorema de bienestar representa la formalizacion de la mano in-
visible de Adam Smith. Un equilibrio competitivo descentraliza el proceso de
decisiéon que conduce a una asignacion eficiente. Los precios contienen toda la
informacion necesaria para proveer los incentivos adecuados a productores y con-
sumidores para que actuando de forma independiente, tomen decisiones Optimas
(maximizadoras de las respectivas funciones objetivo), eficientes y consistentes
entre si.

El segundo teorema del bienestar dice que para toda asignacion eficiente en
el sentido de Pareto de una economia en la que los consumidores tienen prefe-
rencias convexas y las empresas utilizan tecnologias convexas, puede encontrarse
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un sistema de precios que permite implementarla como un equilibrio competitivo
siempre y cuando podamos disefiar un sistema de redistribucion de las dotaciones
iniciales y de la propiedad de las empresas.

La demostracion de este resultado (ver Starr (1997, pp. 146-151) es mas com-
pleja y menos general. En particular, veremos que la convexidad de las preferen-
cias y de la tecnologia es crucial. La estrategia de la demostracion consiste en
demostrar dos resultados previos. Finalmente, el segundo teorema del bienestar
aparecerd como un corolario de estos resultados.

Lema 4.3. Consideremos una economia en la que los conjuntos de consumo X; C
R., i € I son cerrados, no vacios y convexos, las preferencias de los consumi-
dores son fuertemente mondtonas, continuas y convexas. Sea 1° € X;. Entonces
podemos identificar v¥ € X;,v = 1,2,... tal que v =; 2° y lim, _,o ¥ = 2°.

Demostracién. Definamos la secuencia ¥ = 2°+(1/v,1/v,...,1/v,) Dadas las
propiedades de X; y la monotonia fuerte de las preferencias sabemos que ¥ € X;
y también 2 >~; z°. Finalmente es trivial verificar que 2 — z°. O

Recordemos que en el capitulo 2 definimos el conjunto cerrado y convexo de
los planes de consumo no peores que ¥ como

MI(z}) ={x € Xi: x Z; a7}

A partir de la asignacién 2, i € I podemos sumar estos conjuntos para
obtener un conjunto convexo

MI =Y MIz)

el

que representa el conjunto de consumos agregados no peores que x”. Considere-
mos ahora el subconjunto de consumos agregados estrictamente preferidos a 2.
Este serd también un conjunto convexo que denotaremos por M. Un punto en M
es un plan de consumo agregado que puede generar una asignacion preferida en
el sentido de Pareto a ¥, i € I.

Sea Y = Ujc;Y; y denotemos w = ), , w;. Entonces el conjunto de asig-
naciones agregadas factibles se define como los elementos no negativos de (Y +
{w}). Este serd el conjunto convexo que definimos como

B=(Y +{w})NR,.

A partir de una asignacion Pareto 6ptima, z?, i € I y dada la monotonici-
dad de las preferencias, los conjuntos M y B han de ser disjuntos. En otro caso
podriamos encontrar una asignacion factible preferida a 2. Por lo tanto podemos
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Figura 4.46: El soporte de una asignacion de equilibrio.

aplicar el teorema del hiperplano separador y afirmar que existe un hiperplano que
separa ambos conjuntos. Un vector ortogonal a este hiperplano es precisamente el
sistema de precios que descentraliza la asignacion eficiente. La figura 4.46 ilustra
el teorema del hiperplano separador.

El teorema siguiente caracteriza el sistema de precios.

Teorema 4.11. Supongamos una economia productiva en la que los conjuntos de
produccion de las empresas son convexos, cerrados, contemplan la posibilidad de
suspender la actividad (0 € Y}) y satisfacen el postulado de que sin factores no
se obtiene produccion. Supongamos que los conjuntos de consumo son cerrados,
no vacios y convexos, y que las preferencias de los consumidores son fuertemente
mondtonas, continuas 'y convexas. Sea (x}, q;-k), 1 € I, j € J una asignacion
eficiente en el sentido de Pareto. Entonces existe un sistema de precios p € RQ
tal que

(i) xf minimizap-xen MI;(z}), i €y
(ii) q; maximizap-qenYj, j € J

Este teorema nos dice que podemos utilizar el teorema del hiperplano separa-
dor para identificar un sistema de precios que soporte una asignacion eficiente.

Demostracion. Sea x* = ), x y seaq” = ) ..;q;. Notemos que para cada
coordenada se verifica que v* < ¢* +w. Sea M1 = ) .., MI;i(x}). Sea B =
Y + {w}. Ambos conjuntos son convexos cerrados y tienen en comin los puntos
r*, ¢*+w.Sea M = . {xr € X; : x =; 2} } un conjunto convexo cuya clausura
es M1 (por el lema 4.3). El conjunto M representa planes de consumo agregados
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que pueden generar una asignacion que represente una mejora de Pareto sobre
x;, @ € I. Sehalemos que dado que x es una asignacion eficiente, el supuesto

'R
de monotonicidad fuerte de las preferencias implica que M y B son conjuntos
disjuntos. Asi pues x* es un elemento de M y de B pero z* no es un elemento
en el interior de M I ni de B. En consecuencia, a partir del teorema del hiperplano
separador hay un vector ortogonal p tal que

p-x>p-v VYre M, YveB.
La continuidad de las preferencias también nos permite afirmar que
p-x>p-v VYee MI, Vve B.

Por lo tanto aquellos puntos comunes a M [ y B que tienen coordenadas x*, (¢* +
w) € AN B verifican que

= ¥ minimizap-zen MIy
» (¢* + w) maximiza p - z en B

La monotonicidad fuerte de las preferencias asegura que p es un vector no
negativo, p € A1, Dado que z*, (¢* +w) € AN B tenemos que

= r* minimizap-zen MIy
» (¢" +w) maximiza p - v en B,

es decir el valor del producto p - z* es el mayor de entre los productos con cual-
quier elemento de B y es el menor con respecto a cualquier elemento de M I. Sin
embargo z* es la suma de un elemento de cada M I;(z}), i € [ y ¢* es la suma de
un elemento de cada Y;, j € J. La estructura aditiva de M [ y de B implica que

= 2} minimizap-xen MI;(xf)y
. ..
= ¢; maximizap-qgenYj.
Es decir

* 7z 7z 7z
p-xr = minp-r= min p-E xi:E < min p-:c)
zeMIT x, EMT;(x¥) - - €M I;(x}) ’
g i€l el K

p-(w+q)Igleagp~vzp'w+2(§?3§§p'qf'>'

jeJ

Por lo tanto 2} minimiza p - x para todo v € MI;(x}) y ¢; maximiza p - ¢ para
todo ¢ € Y]. O
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El corolario que presentamos a continuacién constituye el segundo teorema
del bienestar. Nos dice que el sistema de precios que soportan una asignacion
eficiente identificado en el teorema 4.11 puede utilizarse junto con una adecua-
da redistribucién de las dotaciones iniciales para soportar cualquier asignacion
eficiente como equilibrio competitivo.

Corolario 4.3 (Segundo teorema del bienestar). Supongamos una economia pro-
ductiva en la que los conjuntos de produccion de las empresas son convexos,
cerrados, contemplan la posibilidad de suspender la actividad (0 € Y}) y satisfa-
cen el postulado de que sin factores no se obtiene produccion. Supongamos que
los conjuntos de consumo son cerrados, no vacios y convexos, y que las prefe-
rencias de los consumidores son fuertemente mondtonas, continuas y convexas.
Sea (7} ,q;-k)7 1 € I, 7 € J una asignacion eficiente en el sentido de Pareto.
Entonces existe un sistema de precios p € IR'., unas dotaciones iniciales de re-

cursos w; > 0, y una estructura de propiedad de las empresas @j > 0 tal que,

el
> 0y =1V
iel
- q; maximiza p - q; para q; € Y;
p-ai=p-W;+ Y 0y(p-q)).
j€J
Ademds, para cada consumidor i € I se satisface la propiedad siguiente:

(p:t:j>glﬁr€u§1p:c)xf ZirVreX;

de manera que
A~ -~ *
prx<p-@;+Y 0i;(p-q)
jeJ

El segundo teorema del bienestar nos dice que, bajo algunos supuestos, cual-
quier asignacion eficiente puede descentralizarse a través del mecanismo de los
precios. La propiedad final referida a los consumidores nos dice que cada uno de
ellos es un maximizador de utilidad sujeto a su restriccidn presupuestaria.

Demostracion. A partir del teorema 4.11 tenemos p € A'~! de manera que z}
minimiza p - = para todo x € M;(z}) y ¢; maximiza p - ¢ para todo g € Y.
Tenemos que demostrar dos propiedades: (i) que podemos encontrar w;, @j
que satisfagan las condiciones del corolario y (ii) que el comportamiento del con-
sumidor puede caracterizarse como la maximizacion de la utilidad sujeta a la res-

triccion presupuestaria.
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(1) Dado que la asignacion z; es factible, sabemos que

Z:Uf < Zq}‘—i—w.

Iel jeJ

Dado que la asignacidn es eficiente en el sentido de Pareto, sabemos que la de-
sigualdad seré estricta s6lo para aquellos bienes redundantes k£ que no son desea-
bles para ningtin consumidor de manera que p; = 0. Ademads, dada la monotoni-
cidad fuerte hay por lo menos un bien que es deseable y por lo tanto su precio es
positivo. Evaluando la ecuacién anterior a los precios p obtenemos

> pr; =) pg; +pw.

Iel jeJ

Ahora ya es pura aritmética identificar los w; y 6;; adecuados. Por ejemplo,

definamos i

bx;

A= =",
' Zhezmi

de manera que w; = \w, @-j =\N,1€l,5€J.

(i1) Por parte del consumidor queremos demostrar que la minimizacioén del
coste sujeta a la la restriccion de la utilidad es equivalente a la maximizacién de
la utilidad sujeta a la restriccién presupuestaria. Esto se sigue de la continuidad
de las preferencias. Supongamos, a senso contrario, que existe x; que satisface
px; = pxly x; >=; 'y derivemos una contradiccion.

La continuidad de las preferencias implica que existe un entorno ¢ alrededor
de 7; en el que todos sus puntos son preferidos o indiferentes a x;. Pero entonces
el valor de algunos de estos puntos (evaluados en p) es inferior que el valor de x,
de manera que x} ya no minimiza el coste en M [;(z). Esto es una contradiccion.
Por lo tanto no puede existir una asignacion como ;. [

4.3.3. [Estatica comparativa

Consideremos una economia con dos bienes (empresas) y dos factores de pro-
duccién. Supongamos que esta economia estd en equilibrio con un sistema de
precios (p, w) y una asignacién de factores (z1, 23).

Supongamos que estd economia recibe un shock que provoca un aumento del
precio de uno de los bienes de consumo. Queremos estudiar el impacto de la va-
riacion de ese precio sobre los precios de los factores y sobre la (re)asignacion
de factores. Alternativamente, podemos plantearnos un shock inicial en forma de
expansion de la oferta de un factor de produccion. En tal caso la pregunta se plan-
tea en términos del impacto sobre los precios de los factores y sobre los niveles
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Figura 4.47: Estatica comparativa ante la variacion de p;.

de produccién de los bienes de consumo. La respuesta a estas preguntas es el
contenido de la estdtica comparativa del equilibrio.

Variacion del precio de un bien de consumo

Supongamos que el precio del bien de consumo 1, que denotamos como py,
aumenta desde su valor de equilibrio hasta p}. Este aumento del precio del bien 1,
se traduce en un aumento del coste marginal, puesto que en el 6ptimo ya sabemos
que debe verificarse la igualdad entre precio y coste marginal,

Este incremento del coste marginal representa un desplazamiento hacia afuera
de la curva de coste marginal, tal como muestra la figura 4.47. El resultado de
este desplazamiento de la curva de coste marginal provoca un aumento del precio
del factor 1, wy, y una disminucion del precio del factor de produccion 2, ws.
En consecuencia, ambas empresas ajustan su demanda de factores, aumentando
la conratacion de factor2 y disminuyendo la contratacion de factor 1. Es decir,
aumenta el ratio z1 /z. La figura 4.48 muestra este ajuste en el que

Zik 21
Z; 22
Es facil verificar que esta nueva asignacion de factores z conlleva un desplaza-
miento sobre la frontera de posibilidades de produccién en favor de go. Este es el

contenido del teorema de Stolper-Samuelson.

Teorema 4.12 (Stolper-Samuelson). Supongamos que la intensidad de uso del
factor 1 es mayor en la produccion del bien 1 que en la produccion del bien 2. Si
aumenta p1, el precio de equilibrio del factor utilizado mds intensivamente en a
produccion del bien 1 aumenta mientras que el precio del otro factor disminuye.
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Figura 4.48: Ajuste ante la variacion de p;.

Variacion de la oferta de un factor de produccién

Supongamos ahora que aumenta la oferta total de factor 1, Z] > Z;. Queremos
estudiar el efecto de este cambio sobre los precios de los factores y sobre los
niveles de produccion de los bienes de consumo.

Dado que ni los precios de los bienes de consumo varian, ni las tecnologias
varian, los precios de los factores no se veran afectados. Por lo tanto, las inten-
sidades de uso de los factores tampoco se verdn afectadas. La nueva asignacion
se determina facilmente con ayuda de la figura 4.49, en la se ha modificado la
caja de Edgeworth original a la nueva disponibilidad de factor 1 dada por Z. Esta
nueva asignacion se encuentra en a nueva interseccion de las dos rectas que repre-
sentan las (inalteradas) intensidades de uso de factores. A esta nueva situacién z*
le corresponde una nueva combinscion (g, g2) sobre la frontera de posibilidades
de produccion, donde ¢; que es el bien que utiliza més intensivamente el factor
z1 ha aumntado su nivel de produccién en detrimento del volumen de produc-
cién del bien de consumo ¢,. Formalmente, éste es el contenido del teorema de
Rybcszynski.

Teorema 4.13 (Rybcszynski). Supongamos que el factor de produccion z, se utili-
za mds intensivamente en la produccion del bien de consumo q, que en la produc-
cion del bien de consumo qs. Si aumenta a dotacion del factor z,, la produccion
de bien 1 aumenta y la produccion de bien 2 disminuye.

4.4. Ejercicios

1. Consideremos una economia con dos bienes (z1,z5) y dos consumidores.
Hay 100 unidades de x; y 100 unidades de z5. Cada consumidor tiene una
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Figura 4.49: Ajuste ante la variacion de z;.

dotacidn inicial de 50 unidades de cada bien. Las preferencias de los consu-
midores estdn descritas por las siguientes declaraciones:

Consumidor 1 “Me gusta z; pero puedo tomar o dejar x5~

Consumidor 2 “Me gusta x, pero puedo tomar o dejar z;”

(a) Dibujar una caja de Edgeworth con los mapas de indiferencia de am-
bos consumidores.

(b) Encontrar los equilibrios walrasianos de esta economia.

. Consideremos una economia de intercambio con dos consumidores idénti-
cos. Su funcion de utilidad comun es

wi(1, ) = x?x%_o‘, a € (0,1)

La economia tiene 10 unidades de x; y 10 unidades de x5 en total. Encontrar
las dotaciones iniciales w; y we con wy # wsy y los precios de equilibrio
walrasiano que soportan la asignacion igualitaria para ambos consumidores,
es decir (5, 5).

. Considere una economia de intercambio con dos bienes y dos consumi-
dores. La dotacién agregada es w = (20, 10). La utilidad del agente 1 es
uy (711, T12) = 2711 + T12.

Encuentre el conjunto de asignaciones Pareto optimas de cuando la utilidad
del agente 2 es,
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(@) uz(To1, 20) = 4 21$22,
(b) uz(wo1, 722) = 22 213522,
(¢) ug(war, ) =

( )=

(d) ug(z21, T22

T21 + 233229
mln{x217 $22}

4. En una economia de intercambio con dos bienes y dos consumidores con
las siguientes funciones de de utilidad indirecta:

vi(p1,p2,m) = logmy —alogp — (1 — a)logps,
va(p1,p2,m) = logmy — Blogpr — (1 — ) log pa.
(donde 0 < a < 1y 0 < 8 < 1), las dotaciones iniciales de los bienes son
w; = (1,1) y wy = (1,1) respectivamente. Calcule la funcién de exceso
de demanda agregada para cada uno de los bienes. Demuestre que dichas

funciones son homogéneas de grado cero y satisfacen la Ley de Walras.
Calcule el equilibrio Walrasiano de la economia.

5. Considere una economia de intercambio con 2 bienes y n consumidores
en la que todos los agentes tienen las mismas preferencias Cobb—Douglas,
wi (i1, Tin) = 9w (a0 > 0), y las dotaciones iniciales son w; = (w1, w;2)
(t=1,2,...,n).
(a) Calcule la funcién de demanda agregada de cada bien.

(b) Calcule la asignacion y los precios de equilibrio.

(c) Demuestre que los precios de equilibrio no dependen de la distribucion
inicial de los bienes.

(d) Describa el conjunto de 6ptimos paretianos de la economia.
6. Considere una economia de intercambio con dos bienes y dos consumido-

res. Las preferencias y las dotaciones iniciales de los agentes son (respecti-
vamente)

uy (211, 112) = 24075, a € (0,1), w; = (0,1);
2($21,$22) = mln{$21,9€22}, Wy = (1,0)-

(a) Encuentre el conjunto de asignaciones Pareto 6ptimas de esta eco-
nomia.
(b) Calcule el equilibrio Walrasiano.

[Nota: Se puede calcular el equilibrio sin calcular las funciones de deman-
da.]
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7. Considere la siguiente economia de intercambio:

ur (211, T12) = 21112, wy = (4,6);
U (a1, Ton) = log xa1 + log x99, we = (6,4).
(a) Calcule el conjunto de asignaciones Pareto Optimas y la curva de con-
trato.
(b) Calcule el equilibrio Walrasiano.
(c) Compruebe que la Ley de Walras se cumple para cualquier sistema de

precios, sean o no precios de equilibrio.

8. Considere una economia de intercambio con dos consumidores y dos bie-
nes en la cual las preferencias son uy (711, Z12) = T3 %12, ua(Ta1, Tor) =
To91T99, Y las dotacion agregada es w = (16, 16).

(a) Determine si las siguientes asignaciones son Pareto ptimas:

(1) (51511,I12) = (8, )7 ($21,$22) (8 )
(ii) ($1173712) = (8, ), (2321,1322) (8 )
(iii) (11, x12) = (12,8), (291, x92) = (4,8);
(iv) (x11,x12) = (12,4),  (x91,29) = (4,12).

(b) En cada caso diga si la asignacion es una asignacion de equilibrio
cuando la dotaciones iniciales de los agentes son (respectivamente)
(w1, w12) = (0,16) y (way, weg) = (16, 0). En caso afirmativo calcu-
le los precios de equilibrio.

(c) Si alguna de las asignaciones no es un optimo paretiano, describa que
tipo de intercambio daria lugar a una mejora para ambos consumido-
res.

9. Discutir las siguientes afirmaciones:

(a) Si en una economia de intercambio todos los consumidores poseen
idénticas dotaciones de recursos (w; = w para todo ¢ = 1,2, ..., [),
entonces no se producird intercambio alguno.

(b) Si en una economia de intercambio todos los consumidores tienen las
mismas preferencias (u;(z;) = u(x;) paratodo i = 1,2, ..., I), enton-
ces no se producira intercambio alguno.

(c¢) En una economia de intercambio no se producird intercambio alguno

si y solo si tanto las dotaciones iniciales como las preferencias de todos
los consumidores son idénticas.
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10. Considere una economia de produccién con tres mercancias (un bien de
consumo z, trabajo L, y capital K), tres consumidores (A, R, T) y una em-
presa. Los consumidores demandan x y ofrecen L y K. Las funciones indi-
viduales de demanda del bien de consumo son

24w + M4 24w + MFE 24w + M7
#(p,w) = %; 2 (p,w) = %; z"(p,w) = %.
Las funciones individuales de oferta de trabajo son
2MA 2MFE 2MT
LA —Q _ . LR —Q _ . LT —Q _
() =8 =5 Liw)=8— "7 L'(w)=8- "~

donde p, w, r son los precios del bien de consumo, del trabajo y del capital
respectivamente, y M4, MT M7 son las rentas no salariales de cada uno
de los consumidores.

El consumidor A es el propietario de la empresa y M son los beneficios
de ésta. El consumidor R es el propietario del capital, los servicios del cual
vende a la empresa. M ¥ son las rentas del capital. La cantidad de capital en
manos del consumidor R es K = 24/49. El consumidor T sélo tiene rentas
salariales, es decir M7T = 0.

La empresa utiliza capital y trabajo como inputs para producir el bien de
consumo. Su funcién de oferta de bien de consumo es

2
p
Se(p,w,r) = our

Las funciones de demanda de capital y trabajo son
3 3

p
DK(pv w, T) - 27’&[]7“2.

.
27w?r’

Dp(p,w,r) =

(a) Teniendo en cuenta como se determinan M* y MF%, expréselas en
funcién de los precios y verifique su homogeneidad de grado 1 con
respecto a esos precios.

(b) Calcule la demanda agregada de consumo y la oferta agregada de tra-
bajo en funcién de los precios, es decir teniendo en cuenta la depen-
dencia de M4y MF de éstos.

(c) Calcular las funciones de exceso de demanda de consumo, trabajo y
capital de la economia. Verificar que satisfacen la homogeneidad de
grado cero con respecto a los precios i la ley de Walras. (La oferta
agregada de servicios de capital es K = 24/49.)
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11.

12.

13.

(d) Calcular los precios y cantidades del equilibrio general competitivo.

(e) Verificar que el comportamiento competitivo de los tres consumidores
resulta de unas preferencia idénticas representables por u = x/? donde
[ es el nimero de horas de ocio y el nimero de horas a repartir entre
trabajo y ocio es de 24.

(f) Verificar que la funcién de produccién de la empresaes z = L'/3K1/3,

Describir la curva de transformacién entre dos outputs 1 y 2 cuando la fun-
cién de produccion del output 1 es y; = min{ly, k; }, la funcién de produc-
cién de output 2 es yo = lg‘k:;/ 2, l1+1ly = k1+ke = 100. Calcular la relacion
de transformacién entre los outputs en el punto y; = 50. Cémo debe ser «
para que el conjunto de posibilidades de produccién sea convexo?

Considere una economia de produccién con tres bienes, un consumidor y
dos empresas. La funcién de utilidad del consumidor es u(x1, z3) = x129
y su dotacién inicial es w = (0,0, 32). El bien 3 es un input de produccion
para las dos empresas. La empresa 1 utiliza dicho input para producir el
bien 1 con la tecnologia ¢; = I1'/3. La empresa 2 lo utiliza para producir el
bien 2 con la tecnologia ¢ = [5. (Nota: [ y I son por tanto las cantidades
del bien 3 utilizadas en los respectivos procesos de produccion).

(a) Describa la curva de transformacion entre las mercancias 1y 2 si todos
los recursos iniciales de la mercancia 3 se utilizan en la produccion.

(b) Calcule la asignacion Pareto 6ptima y encuentre los precios que des-
centralizan dicha asignacion, asi como los planes productivos corres-
pondientes. (Normalizar haciendo p3 = 1).

(c) Calcule la renta del consumidor y los beneficios de la empresas en
equilibrio.

Considere una economia de produccion con tres bienes, un consumidor y
dos empresas. La funcién de utilidad del consumidor es u(xy,z5) = 231y
y su dotacién inicial es w = (0,0, 32). El bien 3 es un input de produccion
para las dos empresas. La empresa 1 utiliza dicho input para producir el
bien 1 con la tecnologia ¢; = ,Y2 La empresa 2 lo utiliza para producir el
bien 2 con la tecnologia ¢» = 5. (Nota: [; y l5 son por tanto las cantidades
del bien 3 utilizadas en los respectivos procesos de produccion).

(a) Dibuje la frontera de posibilidades de produccién de esta economia.

(b) Calcule la asignacioén Pareto 6ptima y encuentre los precios que des-
centralizan dicha asignacion, asi como los planes productivos corres-
pondientes.
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(c) Calcule la renta del consumidor y los beneficios de la empresas en
equilibrio.

14. Considere un economia de produccion con tres bienes, un consumidor y dos

empresas. La funcion de utilidad del consumidor es u(z1, z5) = :1:}/ 33:3/ °y
su dotacioén inicial es w = (0,0, 18). Ademads, el consumidor es propieta-
rio de las dos empresas. El bien 3 es un input de produccién para las dos
empresas. La empresa 1 utiliza dicho input para producir el bien 1 con la
tecnologia ¢; = 1/2l;. La empresa 2 lo utiliza junto con el bien 1 para pro-
ducir el bien 2 con la tecnologia ¢, = zé{ 2l§/ ? (291 es la cantidad del bien 1

que es utilizado en la produccion).

Calcule el equilibrio Walrasiano. Es decir,

(i) la asignacion de equilibrio del consumidor (z7, z3),

(ii) los planes de produccion de equilibrio de las empresas y; = (¢}, 0, —(7),
Yo = (45, =21, —13), y

(iii) el vector de precios de equilibrio p* = (p}, p5, p}).
[Sugerencia: utilice la normalizacién p3 = 1.]

15. Considere una economia productiva de rendimientos constantes a escala con
tres mercancias. La mercancia 1 es el output de un proceso productivo que
utiliza la mercancia 3 como input de acuerdo con la funcion de produccion
Y1 = %ll. La mercancia 2 es el output de un proceso productivo que utiliza
las mercancias 1 y 3 como inputs de acuerdo con la funcién de produccién
Yo = lé/ 221142, donde z;, es la cantidad de mercancia 1 que se utiliza como
input en la produccion de la mercancia 2. Cada uno de estos procesos de pro-
duccidn estd controlado por una empresa competitiva. Los tinicos recursos
que existen inicialmente en la economia son 18 unidades de la mercancia 3.
Existe un tnico consumidor que es el propietario de los recursos y de las
dos empresas. Las funciones de demanda de este consumidor son

m _2m

T =—, Tg=—,
' 3p1 ? 3p2

donde m es su renta.
Calcular los precios y cantidades de equilibrio.

[Sugerencia: utilice la normalizacién p3 = 1. Calcule las funciones de coste
de las empresas y encuentre los precios. A partir de éstos calcule las canti-
dades.]
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16. Consideremos una economia de Robinson Crusoe. La dotacién inicial de
Robinson son 24 horas de tiempo h y nada de bien de consumo z, es decir
w = (24,0). Supongamos que las preferencias de Robinson estdn represen-
tadas por la funcién de utilidad u(h, z) = hx. El conjunto de posibilidades
de produccién es Y = {(=h,z) : 0 < h < b,0 < 2 < v/h} donde b es un
nimero positivo grande. sean p, y pj, los precios del bien de consumo y del
ocio.

(a) Encontrar el precios relativo p,/p, que vacian los mercados de bien
de consumo y de ocio simultdneamente.

(b) Calcular los planes de produccion y de consumo y representarlos grafi-
camente en R .

(c) Cuéntas horas al dia trabaja el consumidor?






Capitulo 5

Problemas resueltos

5.1. Teoria del consumidor

1. Considere un individuo i caracterizado por X; = {A, B,C, D, E, F,G,...,S}
y con preferencias

A~B~K, C~M~N, L~K
H~I~S, F~G~E, C B
D~0O~M, P~G~Q, Q~S
J~R~S, S~ M, O>1L

Identificar las clases de equivalencia y ordenarlas.

2. Considere un individuo i caracterizado por X; = {A, B, C'}, donde
A= (za,ya), B=(rpyp)  C=(zc,yc);
rp > Xc, Ys > Yc-

Las preferencias son:
A~ B, A~C

Son estas preferencias compatibles con el comportamiento racional?

3. Considere una economia con dos bienes (x, y). Dibujar los mapas de curvas
de indiferencia cuando,
(a) el bien y es un "bien inutil”.
(b) el bien y es un “mal econémico”.

(c) los bienes x e y son substitutos perfectos.
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(d) los bienes x e y son complementarios perfectos.
4. Considere la funcién de utilidad u(x,y) = x%y”.

(a) Considere la cesta de consumo (g, 3) y suponga que aumenta el con-
sumo del bien x en un 10 % (manteniendo constante el consumo del
bien y en el nivel y;). En qué porcentaje varia el nivel de utilidad?
Proporcionar la interpretacién econdémica de los pardmetros o'y 3.

(b) Identifique la relacion entre la tasa marginal de substitucion y la elas-
ticidad de la utilidad con respecto a cada bien.

(c) Suponga que la elasticidad de una curva de indiferencia es ¢ = —1
y la elasticidad de la utilidad con respecto al bien = es , = 1/2. Si
multiplicamos por cuatro las cantidades de ambos bienes, en cudnto
variara el nivel de utilidad?

5. Considere la funcién de utilidad individual u(z,y) = kz*y®. El individuo
tiene una renta w.

(a) Calcule la funcién indirecta de utilidad, la demanda marshaliana, la
funcién de gasto y la demanda hicksiana.

(b) Verifique las cuatro identidades fundamentales.

(c) Utilice el lema de Shepard para obtener la demanda hicksiana.

(d) Utilice la identidad de Roy para obtener la demanda marshaliana.

(e) Encuentre la ecuacion de Slutsky.
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yA v A

Uy
us
» o

(a) be inutil (b) mal econdomic

vaA v A ‘
‘ ‘ us

(c) substitutius perfectes (d) complementaris perfectes

up up U3

\
5

Figura 5.1: Mapas de curvas de indiferencia.

Soluciones

1. Clases de indiferencia:

By ={A, B, K,L}
Ey={D,0,M,C,N}
E3:{H7[7S7J7R7P7G7Q7F7E}

Ordenacion: Fs = Ey = FE

2. No.
Aplicando transitividad, obtenemos B ~ (', y aplicando monotonia, B >
C'. Ambos resultados son incompatibles.

3. Véase la Figura 5.1
4, u(x,y) = x%9°.

(4a) Consideremos la cesta (z¢,yo) y mantengamos fijo yo. Por lo tanto
u(x,yo) = yox. Para simplificar la notacién, definamos A = o, y
escribimos, u(z) = Ax®
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(4b)

Si aumenta el consumo de x, la variacion del nivel de utilidad es,

du
Au=— AN z.
U T x

Consideremos un aumento en el consumo de x del 10 %, es decir,
Az /x = 0,1. Entonces,

Au du Az WAV,
— = —— = Az —.
x dr = T
Es decir,
10 10
Au = aAz®— = au—r
T 00 T Y1007
que podemos expresar como,
Au 10
= e 1
w100 -1

Por lo tanto una variacién en el consumo del bien = del 10 % genera
una variacion en el nivel de utilidad de 0,1a.

Reescribimos (5.1) como

% _ Auz

25 Agu

x

y obtenimos que « es precisamente la elasticidad de la utilidad con
respecto al bien x.

Mutatis mutandis, podemos demostrar que 3 = 1.
Per definicidn,

d Ju « "
oy My

es decir,
d :
s (5.2)
dz y My
La expresion de la izquierda de (5.2) es la elasticidad de la curva de in-
diferencia, que denotamos como e. Asi pues podemos reescribir (5.2)

como,
Nz

Ty

€= (5.3)
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(4c) Sean ¢ = —1y n, = 1/2. Substituyendo estos valores en (5.3) ob-
tenemos 7, = % Ademads ya hemos obtenido (véase la seccion (1a))

a =1, 1 = n,, de manera que podemos escribir, u(x,y) = z3y3.
Finalmente, si multiplicamos por cuatro e y obtenemos,

[N

(4:1:%)(4y%) = 4x%y = 4u,

es decir el nivel de utilidad también se multiplica por cuatro. Formal-
mente, decimos que u(z, y) es una funcién H'.

5. Sea u(z,y) = kx“y?
(5a) Las Demandas marshallianas son la solucién de

max kz®y? s.a px + pyy < w
x,y

Condiciones de primer orden:

ou

Fre almo‘_lyﬁ —Ap =0 5.4
ou _

ggzﬁmwyaﬁ—ybzo (5.5)
ou

a:pqupry—w:O (5.6)

Dividiendo (5.4) entre (5.5) y simplificando obtenemos,

_Ope, (5.7)
a Py
Substituyendo (5.7) en (5.6) obtenemos,
Pk (1 + @> =w (5.8)
«

Finalmente resolviendo el sistema (5.7), (5.8) para x e y obtenemos
las demandas marshallianas:

aw
y(p,w) = — (5.10)

py(a+B)
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La Funcion indirecta de utilidad es

o) =k |t ] e ﬁ>r G1D

Las Demandas hicksianas son la solucion de

minp,z + p,y s.a kay®
m7y

Condiciones de primer orden:

0
a—z = po — Makz*1y%) =0 (5.12)
ov o G
g =P A(Bkx®y"~1) =0 (5.13)
OV oy g — 0 (5.14)
on Y T He= ‘
Dividiendo (5.12) entre (5.13) y simplificando obtenemos,
y= PP, (5.15)
a Py
Substituyendo (5.15) en (5.14) obtenemos,
xww::39(2£g>ﬁ
k \Bpe
Por lo tanto la funcion de demanda hicksiana del bien z es,
1 7
S o fap,\©
hay(p, ug) = ul™’ kate (——y) (5.16)
(b, o) =15 0 Pa

Substituyendo (5.16) en (5.15) obtenemos la funcion de demanda hi-
cksiana del bien y:

A=y (XD i
hy(p, ug) = ug " kots i (5.17)
La funcion de gasto es

e(p, o) = puha(p, uo) + pyhy (P, uo) (5.18)
Substituyendo (5.16) y (5.17) en (5.18) y simplificando, obtenemos

1 4 o B _, _B
e(p, uo) = ug " karspi P st awis Bats (o + B) (5.19)
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(5b) La identidad 1 dice: e(p,v(p,w)) = w. Utilizando (5.11) y (5.19)
obtenemos

a7 s

|:k |:p (qu_ ﬁ>:| |:p <£1j_ 5):|:| s ]{a—kﬂpa"ﬂp;-‘rﬁaa#—ﬁﬁﬁ(a_%ﬁ) —
v y

¥ o5 -8B a

+8
feats kvt p;”p;”p;*ﬂoza%aawﬁawﬁawww (a+8) a+p8)=w

La identidad 2 dice: v(p,e)) = wu. Utilizando (5.11) y (5.19) obtene-
mos

1 B8 (a+p)

" |: a :|a |: ﬁ ‘|ﬂ { a+ﬁka+ﬁpa+ﬁpa+ﬁa“+ﬁﬁa+ﬁ (Oé—i_ﬁ)
pola+B)] Lpyle+p)

kk’la“a’aﬁﬁﬁ’ﬂp;apgp;ﬁpf(a + 3) @t (q + g)" Oy = u

La identidad 3 dice: h,(p,v) = x. Utilizando (5.11) y (5.16) obtene-
mos

[k [ wf {py@fi ﬁ)ﬂ e (Ziﬁi)% -

6)7 (= |

) ()BT @)
a+p o o Py B

w)

(a +8)
La identidad 4 dice: x(p,e)) = h,. Utilizando (5.9) y (5.19) obtene-
mos
o +ﬁk, +5 a+ﬁ a+ﬁ :|
w sy i 354 (o 4
p=(a + B) { ( )

1 =B _B_ B -3
ug ™ ket gt py P aetB Bat8 = hy(p, uo)

(5¢) El lema de Shephard dice

de(p, u)
Opa

hx(p7 uO) =

Calculemos pues,

de(p, w874
ea(]p; U) _ u€+5ka+gaa+ﬁﬁa+,@pa+ﬁp;+'g = hz(p, UO)
z
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(5d) La identidad de Roy dice

v

Opx
2(p,w) =~

ow

Calculemos estas expresiones:
o ( aw ><a—” ( Bw )W) (—aw(a - @)) B
Ops pa(a+3) pyla+5) pi(a+ 3)?

(e L8 N s
= ok (pz(O‘_'_ﬁ)) 2 (py(a"i‘ﬁ)) v '

i a “ B g (a+8-1)
6w_m+ﬁm<mw+ﬁ0 (mw+50 R
ov
_8_1095 _aw(a+ﬁ)w_(o‘+ﬁ_1) B aw — 2(p,w)
W T pat ) et P
ow

(5e) La ecuacion de Slutsky dice

dx(p,w) _ Ohy(p,u)  Oz(p,w)
op,  Op, w7

Calculemos estas expresiones:

Ox(p, w)

=0
Opy
ﬁ —
h I atB a+p
9 E(Pa u) —ug P ko (ﬁ) (ﬁ) (a+8)7"
py Pz py
Oz (p, w) a pw identi
= = identitat 1
ow V" pla+B) py(a+B)
:a—ﬁuﬁkﬁpﬁpmozﬁﬁﬁ(@ +p) =
pepy(a+ B)2° ’

B —a
1 _ a+p a+f3
a7k () (2) T sy
T Y

Por lo tanto,

Ohs(p,v) _ 0x(pyw) - Ox(p,w)

Ipy ow Ipy =0
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5.2. Teoria de la empresa

1. Consideremos una empresa que produce un bien () con dos factores, capital,
K,y trabajo, L. La funcién de produccion es

Q=2VKL

Sea p el precio del bien (), s el salario por hora, y c el coste de uso de una
unidad de capital.

(i) Calcular la funcién de coste asociada.
(i1) Calcular la demanda de trabajo cuando el stock de capital es K = 4.

(iii) Calcular el valor 6ptimo de los beneficios a los precios (p, s,c) =
(2,1,2).

2. En una ciudad debe construirse una planta productora de electricidad. El
precio al que puede vender electricidad esta fijo. Resulta que la demanda de
electricidad es constante cada periodo de 24 horas, pero esta demanda di-
fiere entre el dia (de 6:00h a 18:00h) y la noche (de 18:00 a 6:00h). Durante
el dia se demandan 4 unidades mientras que durante la noche se demandan
3 unidades. El output total para cada dia es pues siempre de 7 unidades. La
planta tiene la obligacion de satisfacer toda la demanda al precio fijado. La
planta produce electricidad de acuerdo con una funcién de produccién

Qi = (KFi)lm, 1 = dia, noche

donde K representa el tamafio de la planta y F; son toneladas de combusti-
ble. La empresa debe construir una tnica planta para satisfacer la demanda
tanto del dia como de la noche. Si el coste de una unidad de tamafo de plan-
ta es wx para el periodo de 24 horas y una tonelada de combustible cuesta
wp, cudl serd el tamafio de la planta que se debe construir?

3. Consideremos una economia con dos factores de produccion, 1 y 2, y un
bien de consumo. Dos empresas A y B disponen de tecnologias represen-
tables mediante funciones de coste c4 (w1, ws, q) y cg(wy, ws, q) respecti-
vamente. Los precios de los factores son w; y ws y el producto lo repre-
sentamos por ¢. Supongamos que ws y ¢ estan fijados en valores ws,, . Las
funciones c4(w;) y cp(wy) se representan en la figura5.2.

(i) Se puede obtener la demanda condicionada de factor 1 de la empre-
sa A, hit(wy, ws, q) a partir de ¢4 (wy, ws, ¢)? En qué resultado general
se basa?
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cA

ca(wy)

Figura 5.2: Las tecnologias del problema 3.

(i) Supongamos que el precio del factor 2 es ws, y la cantidad de produc-
cion q. Si el precio del factor 1 es w?, qué empresa utiliza mds cantidad
de factor 1? Y si el precio del factor 1 aumenta hasta w}? Por qué?

4. Demostrar que cuando el coste medio es decreciente, el coste marginal es
inferior al coste medio.

5. Consideremos una economia dotada con una tecnologia que permite obtener
un producto a partir de un factor de produccion. Esta tecnologia genera la
funcion de beneficios siguiente:

7(p,w) = pPw®

donde p es el precio del bien producido, w es el precio del factor de produc-
cién, y o es un parametro.

(i) Obtener el valor de « para que la funcién 7(p, w) sea una verdadera
funcion de beneficios.

(i) Obtener la funcién de oferta de producto y la funcién de demanda de
factor.

Soluciones

1. (1) Funcién de coste.

Para calcular la funcién de coste hemos de resolver el problema si-
guiente:

III%IEISL—I—CK s.a@y=2VKL
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(ii)

donde () es un nivel de producciéon dado. Las condiciones de primer
orden son

c— ALK =0 (5.20)
S—AK3L"32 =0 (5.21)
WKL —Qy=0 (5.22)

donde A representa el multiplicador lagrangiano. Combinando (5.20)
y (5.21), obtenemos

K=21 (5.23)
C

Substituyendo (5.23) en (5.22), obtenemos

L=-Qo /5 (5.24)
2 s

Finalmente, substituyendo (5.24) en (5.23) obtenemos

K EQO\/E (5.25)
2 c

Podemos calcular la funcion de coste substituyendo (5.24) y (5.25) en
la funcién objetivo, es decir

C(s,c;Qo) = sL+cK = S%QO\/§+ C%QO\/E = Qov/sc.

Demanda de trabajo

Para obtener la demanda de trabajo, debemos empezar enunciado la
funcion de beneficios:

W(Q’K7L;pa S,C) :pQ —sL —cK

Sabemos que el volumen de produccion () esta determinado por la fun-
cién de produccion. También, hemos supuesto que el stock de capital
esta dado, K = 4. Por lo tanto, la funcion de beneficios deviene

w(L,p,s,c) =p2VAL — sL — 4c (5.26)
Obtenemos la demanda de trabajo solucionando el problema

minxp2\/ 4L — sL — 4c
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La condicidn de primer orden es
L2 — 5 =0

Resolviendo para L obtenemos

L(p,s) = (%)2- (5.27)

(iii) Beneficios
Substituyendo el vector de precios (p, s,c) = (2,1,2) en (5.27), ob-
tenemos L = 16. Por lo tanto el nivel de beneficios en el 6ptimo lo

obtenemos substituyendo el vector de precios y la demanda de trabajo
a esos precios en (5.26),

7 =4/(4)(16) — 16 — 8 = 8.

2. El problema de minimizacién de costes es

min wgK +wp(Fy+ F,)s. a {Qd -
K, Fy,Fn

Podemos reescribir las restricciones como,

16
Fd ?7

9
Fn =7

K

de manera que el problema de minimizacion de costes se reduce a,

, 25
m]%n wi K + wp?

La condicién de primer orden es

25
=w,+wp(—=—) =0

dK K2

Resolviendo para K, obtenemos

K = 5<ﬂ>5
Wk
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3. (1) Si. A partir del lema de Shephard, sabemos que

aCA(wly wa, CI)

hf(wlu Wa, Q) = 811)1

(i) Al salario wj (condicional al volumenr de produccién g) podemos ve-

rificar que
dca(wn) - Jdcp(wy)
811)1 8101 .
Por lo tanto, la empresa A utilizard mayor cantidad de factor 1 que la
empresa B.
Al salario w? (condicional al volumenr de produccién q) podemos ve-
rificar que
Oca(wy) - Ocp(wy)
821)1 8w1 ‘
Por lo tanto, la empresa A utilizard menor cantidad de factor 1 que la
empresa B.

4. Recordemos las definiciones de coste medio y marginal:

o, ~E)
T
_dC(x)
CM, =

Si el coste medio es decreciente, quiere decir

dCM,
dx

< 0.

Por lo tanto,

dCM, e —C@) 1 <dC(x) C(J:)>.

dz 2 z\ dx x
Entonces ICM ic o
£ <)<= (z) _Cla) <0
dx dx T

es decir, el coste marginal es menor que el coste medio.

5. (i) Para que la funcién 7(p,w) propuesta sea una verdadera funcién de
beneficios, debe satisfacer la homogeneidad de grado 1 en (p, w), es
decir,

7(0p, bw) = O (p, w).
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Por lo tanto ha de verificarse que,
(0p)?) (Ow)* = Op*w™. (5.28)
Desarollando la expresion de la izquierda de (5.28) obtenemos
(0p)?)(Ow)™ = 6> *p*w®. (5.29)
Combinando pues (5.29) con el lado derecho de (5.28) obtenemos
0> pPw® = Op*w*.

Observemos que ambas expresiones seran iguales cuando 2 + a = 1.
Por lo tanto,
a=—1.

(i1) Aplicando el lema de Hotelling,

( )_37T(p,w_@

apw) == = =",
or(p,w)  p°

pw) = — T P

5.3. Teoria del equilibrio general

1. Consideremos una economia de intercambio con dos consumidores (A, B)
y dos bienes (z,y) en la que las funciones de utilidad son:

Ua = zaya, Up = xBYB.
Las dotaciones iniciales de bienes son,

Ta=90, Tp=230
gA - 35, gB - 25

Sean P, y P, los precios de los bienes x e y respectivamente. Obtener la
asignacion walrasiana de equilibrio (utilizar la normalizacién P, = 1).

2. Consideremos una economia de intercambio con dos consumidores (A, B)
y dos bienes (z,y) en la que las funciones de utilidad son:

Ua(wa,ya) = 2%ya, Up(rp,yp) = 28Ys,

y la dotacién agregada es w = (16, 16).
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(a) Determinar si las siguientes asignaciones son Pareto-Optimas:

(1) (xA7yA) = (874>7 (fB,yB) = (8712);
(ii) (xA,yA) = (12?8>> (f[BayB) = (4’8)3

(b) En cada caso, estudiar si la asignacion es una asignacion de equilibrio
cuando las dotaciones iniciales de los agentes son (respectivamente)

(TAuyA> = <07 16)7 (EB7yB> = (167 0)
En caso afirmativo, calcular los precios de equilibrio (P, P,).

3. Consideremos una economia de intercambio puro formada por dos con-
sumidores con preferencias de buen comportamiento y un unico bien de
consumo. Ambos consumidores tienen dotaciones iniciales w = (wy, wy)
estrictamente positivas del bien de consumo.

a) Representar graficamente esta economia.
b) Determinar el conjunto de asignaciones de Pareto de esta economia.

c) Determinar la asignacion de equilibrio walrasiano y el precio de equi-
librio general competitivo.

4. Consideremos una economia d’intercambio puro con dos individuos Ay B
y dos bienes 1y 2. Las preferencies de los individuos son las seguientes:

- El individuo A sélo obtiene utilidad del consumo del bien 2. El bien 1 es
neutral;

- El individuo B solo obtiene utilidad del consumo del bien 1. El bien 2 es
neutral.

Obtener grdficamente el lugar geométrico de las asignaciones Pareto-6pti-
mes.

5. Consideremos una economia de intercambio con dos consumidores Ay B,
y dos bienes 1 y 2. Cada consumidor dispone de una renta m’, j = A, B.
Supongamos que las funciones indirectas de utilidad de ambos consumido-
res son:

1
UA(p17p27mA) = lnmA - § lnpl - lan
v (p1,p2,m”) = (pr' +py ' )m®.
Cada consumidor tiene una dotacion inicial de 6 unidades de bien 1, y 2
unidades de bien 2. Calcular el precio relativo de equilibrio competitivo en
esta economia, suponiendo que el bien 1 es el numerario (p; = 1).
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Soluciones

1. Ofertadel bienx = x4 + T = 120.
Oferta del bien y =y, + ¥z = 60.

Condiciones de equilibrio:

T+ =120=7T4+7p
ya+yp=60=7,4+Yp
Normalizacion: P, = 1

Restricciones presupuestarias:

Consumidor A : P,z g + y4 = 90P, + 35
Consumidor B : P,zp + yg = 30P, + 25

Problema del consumidor A:

Max raya s.a Poxa +ya = 90P, 4+ 35

TAYA

Condiciones de primer orden:

oU 4 1
2 _0 A4 = Y4 — 5.30
aI'A M yAPa: ( )
oU

AIO :>)\A:'TA (531)
Oy
—aUA =0 =90P, +35—FP,xy—ya=0 (5.32)
O

Combinando (5.30) y (5.31) obtenemos

A =2 = P (5.33)

Substituyendo (5.33) en (5.32) obtenemos

90Px+35—nyP—A—yA:0

T

Por lo tanto, la demanda de bien y por parte del consumidor A es

35
ya=45P+ 2 (5.34)
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Substituyendo (5.34) en (5.33) obtenemos
35 1
=45P, + — —
T A ) + 9 Pg;
Por lo tanto, la demanda de bien z por parte del consumidor A es
35
=45 5.35
T + 5P, (5.35)
Problema del consumidor B:
max rgyp s.a P,xp + ygp = 30P, + 25
TB,YB
Demandas del consumidor B
25
yp = 15P, + 5 (5.36)
25
=1 5.37
TR 5+ ob, (5.37)

2.

Equilibrio:

ya +yp = 60px + 30
Yas+yg = 060.

Por lo tanto, la solucién de 60 P, + 30 = 60 determinard el precio de equi-

librio del bien z:

1
P ==
2

Substituyendo (5.38) en (5.34), (5.35), (5.36) y (5.37) obtenemos

xy =80 yy =40
xp =40 Yy =20

(a) Optimalidad de Pareto
5% 3y
RMSA == ﬁ == 3;'_
Oya 4
Up y
Oz B
RMSB == BUE == E

9yB

(5.38)
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(b)

Assignacion (i):
RMS, =

RMSp =

N W] W

Por lo tanto la asignacion (i) es Pareto-Optima.
Assignacion (ii):
RMS, =2
RMSp =2

Por lo tanto la asignacién (ii) es Pareto-6ptima.

Equilibrio walrasiano
Assignacion factible:

Assignacion walrasiana:

Py
RMS, = RMSp = 2

Y

Assignacion (i), consumidor A:

3 P
RMSA:§:F—>P:5:3, Py:2
Y

Poxa+ Pya=(3)(8) +(2)(4) =

32
P + Py, = (3)(0) + (2)(16) = 32

Para el consumidor B, aplicamos la Ley de Walras.

En consecuencia, la asignacion (i) puede implementarse como equili-
brio walrasiano con un sistema de precios (P, P,) = (3, 2).

Assignacion (ii), consumidor A:

RMS,—2—="2 . p —2 p—1
P, f
Prra+ Pyya = (2)(12) + (1)(8) = 32

P+ Py; = (2)(0) + (1)(16) = 16

Por lo tanto, la asignacién (ii) no es implementable como equilibrio
walrasiano.
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Figura 5.3: La economia con un bien

3. a) Dado que sélo hay un bien, la representacion grafica es un segmento
de longitud L dado por la suma de las dotaciones iniciales de ambos
consumidores, L. = w; +w,. Véase la Figura 5.3. El extremo izquierdo
representa el origen de medida del consumidor 1, y el extremo derecho
representa el origen de medida del consumidor 2. El punto w represen-
ta la dotacion inicial.

b) Para estudiar las asignaciones paretianas consideremos la asignacion w.
Cualquier intercambio entre ambos individuos hard que un consumi-
dor aumente su utilidad y el otro la disminuya. Por lo tanto, la asigna-
cién w es eficiente en el sentido de Pareto. Este argumento se aplica a
cualquier asignacion en el segmento [0, L]. Por lo tanto, todas las asig-
naciones del segmento [0, L] son eficientes en el sentido de Pareto.

c¢) Identifiquemos ahora la asignacién de equilibrio. A partir de la dota-
cion inicial w, no hay ninguin sistema de precios que soporte un in-
tercambio beneficioso para ambos consumidores. Por lo tanto, w es la
asignacion de equilibrio.

4. Representemos la economia en una caja de Edgeworth como la de la figu-
ras5.4.

Las curvas de indiferencia del individuo A son rectas horitzontales US, U}, U3, . . ..

Las curvas de indiferencia del individuo B son rectas verticales U}, Ug, U3, . . ..

Asignaciones interiores: Consideremos una asignacion g representativa del
conjunto de asignaciones interiores de la caja de Edgeworth.

Esta asignacion es susceptible de mejora. Cualquier intercambio a lo
largo de la curva de indiferencia U} hacia la izquierda representa una
mejora para el consumidor B, y deja indiferente al consumidor A. De
forma paralela, cualquier intercambio a lo largo de la curva de indi-
ferencia vertical hacia arriba representa una mejora para el consumi-
dor Ay deja indiferente al consumidor B.

Podemos concluir pues que ninguna asignacion en el interior de la caja
de Edgeworth forma parte del conjunto de asignaciones éptimes en el
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d -«i
c 0
ke ® ® B
o | v |ouk| o ub | ]
b ® — ® f
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to
® ® A ®
OA — i [
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Figura 5.4: La caja de Edgeworth del problema 4

sentido de Pareto.

Asignaciones sobre la frontera: Consideremos en primer lugar asignacio-

nes en los lados de la caja de Edgeworth pero no en las esquinas.

Consideremos la asignacion a. Esta asignacion no puede ser Pareto-
Optima porque un intercambio que situase a los consumidores en la
asignacion b representaria una mejora para el individuo A dejando in-
diferente al consumidor B. El mismo argumento se aplica a la asigna-
cion e.

Consideremos a continuacioén una asignacion como c. Esta asignacién
tampoco puede ser Pareto-Optima porque un intercambio que situase
a los consumidores en la asignacién d representaria una mejora para
el individuo B dejando indiferente al consumidor A. El mismo argu-
mento se aplica a la asignacion h.

Examinemos a continuacion las asignaciones situadas en las esqui-
nas de la caja de Edgeworth. Consideremos pues la asignacién [ en la
esquina inferior derecha de la caja de Edgeworth. Claramente, la asig-
nacion e es superior porque representa un intercambio que deja indife-
rente al consumidor B pero permite mejorar el nivel de satisfaccion del
consumidor A. De forma paralela, la asignacién & representa un inter-
cambio que mejora la satisfaccion del individuo B y deja indiferente
al consumidor A. El mismo argumento se aplica a las asignaciones 0 4
i0p

Finalmente, nos queda examinar la asignacion k situada en la esquina
superior izquierda. Cualquier intercambio que represente un desplaza-
miento hacia la derecha representard una pérdida de utilidad para el
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consumidor B; y cualquier intercambio que represente un desplaza-
miento hacia abajo representara una pérdida de utilidad para el consu-
midor A.

Resumiendo, el conjunto de asignaciones paretianas solamente con-
tiene un elemento, la asignacion k.

5. La ley de Walras nos dice que si uno de los mercados estd equilibrado, el
otro también lo estard. Consideremos pues el mercado del bien 1. El equili-
brio en el mercado del bien 1 podemos caracteritzarlo a partir de la funcién
de exceso de demanda agregada:

Z1(p) = ei(p) + ef(p) =0

donde p representa el sistema de precios, y e{ representa la demanda neta de
bien 1 del consumidor j, es decir, la diferencia entre la demanda de bien 1,
(] (p.m) del consumidor j y su dotacién inicial de bien 1.

Utilitzamos la identidad de Roy para obtener las demandas marshallianas:

vl A
A( A)__ Op1 __(_1/2)/]91 _m_
zy(pm®) =— S5 = TmA 3

OmA 1

Lollid B /2 B,,—2
o (pm?) = — 2 = - P

1 e T
OmE P1 TP 2 2
La renta de los consumidores esta definida como el valor de las dotaciones
iniciales. Es decir,

m? =m®P =m = 6p; + 2ps.

Substituyendo los valores de las demandas marshallianas, de las dotaciones
iniciales, y de la renta en la funcién de exceso de demanda agregada de
bien 1 obtenemos, (recordando que p; = 1)

m mPp;
Z\(p) _<2p1 6) + (p1—1 +p2_1 6) -
329 _
 1l+4p e
Solucionando esta ecuacion para p, obtenemos,

1+2V7

j 3 ~ 2,0972
Por lo tanto, el precio relativo de equilibrio es,
Py _ 1277

i3
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Apéndice A
Condiciones necesarias y suficientes

Decimos que una condicion es necesaria cuando debe verificarse pero no ga-
rantiza que se obtenga el resultado; Decimos que una condicidn es suficiente cuan-
do su verificacion garantiza el resultado (pero también podemos obtener el resul-
tado sin ella); finalmente decimos que una condicidn es necesaria y suficiente
cuando debe estar presente y si lo estd garantiza el resultado.

Estudiaremos estas afirmaciones primero desde la Optica de la 16gica formal y
a continuacion las ilustraremos con un ejemplo

A.1. Loégica formal

El propésito de la 16gica formal es asignar a frases la categoria de verdaderas
o falsas. Tales frases entonces devienen afirmaciones (véase Binmore, 1980).

Supongamos que Py () son dos afirmaciones. La afirmacion “P implica )",
que representamos como P = () estd definida por la tabla de verdad A.1

Q@ P=Q

o NN

T T
F F
T T
F T

Cuadro A.1: Condicidn suficiente.

Por lo tanto, la verdad de “P implica () significa que a partir de la verdad de
P podemos deducir la verdad de (). Esto se expresa normalmente diciendo que
“Si P entonces ()” o también “P es condicion suficiente para Q" .

Es interesante sefialar que P implica () es verdadero cuando P es falso.

241
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P Q P=@Q -Q —-P -Q=-P
T T T F F T
T F F T F F
F T T F T T
F F T T T T

Cuadro A.2: Condicion necesaria.

Consideremos ahora la tabla de verdad A.2. Observemos que las entradas de
las columnas tercera y sexta son idénticas. Ello quiere decir que las afirmaciones
“P implica )" y “no () implica no P” son ambas verdaderas o falsas, o en otras
palabras son l6gicamente equivalentes. La afirmacién “no () implica no P” se
denomina contrapositivo de “P implica )™, y se escribe normalmente como “P
s6lo si ()" o también “() es condicion necesaria para P”.

Asi pues, “Q) es condicidn necesaria para P” es equivalente a “P es condicién
suficiente para ().

Por ultimo, consideremos la tabla de verdad A.3. Observemos ahora que las

Q P==Q Q=P (P=Quyy@=P) P&Q

<

NN
N TN

NNTN

N NN
N TN
N TN

Cuadro A.3: Condicién necesaria y suficiente.

entradas de las columnas quinta y sexta son iguales, de manera que decir que
“P es l6gicamente equivalente a ()” es lo mismo que decir que “P implica () y
@ implica P”. Es decir “P si y s6lo si ) o alternativamente “P es condicion
necesaria y suficiente para ().

A.2. Un ejemplo

Imaginemos (véase Lipsey, 1963), cap.2 ) que se constituye un club que sélo
admite a hombres graduados en Oxford o bien a hombres miembros del Parlamen-
to (independientemente de cual sea su nivel de educacion).

El cuadro A.4 presenta en la columna de la izquierda una lista de afirmacio-
nes que pueden presentarse, y en la columna de la derecha la calificacién como
condicion necesaria y/o suficiente. Notemos que la afirmacién 2 no es condicién
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1. Ser hombre Necesaria pero no suficiente
2. Ser graduado en Oxford No necesaria ni suficiente

3. Ser miembro del Parlamento No necesaria ni suficiente

4. Ser graduado en Oxford y parlamentario No necesaria ni suficiente

5. Ser hombre y parlamentario Suficiente pero no necesaria
6. Ser hombre y graduado en Oxford Suficiente pero no necesaria
7. Ser hombre graduado en Oxford y parlamentario  Suficiente pero no necesaria
8. Ser hombre graduado en Oxford o

ser hombre parlamentario Necesaria y suficiente

Cuadro A.4: Condiciones necesarias y suficientes en el ejemplo.

necesaria porque no graduados de Oxford pueden entrar en el club si son parla-
mentarios, y no es condicidn suficiente porque no se admiten mujeres aunque sean
graduadas en Oxford. Un argumento paralelo se aplica a las afirmaciones 3 y 4.

La teoria de conjuntos puede ayudar a clarificar un poco més calificacion de
una afirmacién como condicién necesaria y/o suficiente. Para ello reformulamos
el ejemplo anterior definiendo en primer lugar los conjuntos siguientes:

= A el conjunto de hombres,
= [ el conjunto de graduados en Oxford, y
» (' el conjunto de parlamentarios

A continuacion podemos traducir las afirmaciones del cuadro A.4 en términos
de los conjuntos A, B, C' tal como se representa en el cuadro A.5,

I. x€A Necesaria pero no suficiente
2. xe€B No necesaria ni suficiente
3. zel No necesaria ni suficiente
4. zeBNC No necesaria ni suficiente

5. e AnC Suficiente pero no necesaria
6. € ANB Suficiente pero no necesaria
7. re AnBnNnC Suficiente pero no necesaria
8. z€(ANB)U(ANC) Necesariay suficiente

Cuadro A.5: Condiciones necesarias y suficientes en el ejemplo (2).

Finalmente, podemos representar graficamente las afirmaciones de la colum-
na de la izquierda del cuadro A.5 mediante diagramas de Venn tal como muestra
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C

Figura A.1: Condiciones necesarias y suficientes.

la figura A.1. Los niimeros representan las areas corresppondientes a las afirma-
ciones correspondientes en el cuadro A.5. Asi por ejemplo, la zona coloreada de
amarillo representa la interseccién de los tres conjuntos, lo que se corresponde
con la afirmacién 7.



Apéndice B
Programacion No Lineal.

El problema de la programacion no lineal es el de seleccionar valores no
negativos de ciertas variables que maximicen (0 minimicen) una cierta funcién
objetivo, sujeta a un conjunto de restricciones expresadas como desigualdades.
Formalmente, el problema en notacién vectorial es,

méx F'(x) sujetoa g(x)<b, x>0 (B.1)

X

De forma equivalente,

max F(xy,z9,...,2,) s.a
L1,L25--+9Tn

91(131,]}2, RN ,CL’n) S b1

g2(x1, T, ... my) < by

gm<l‘1,l’2,...,xn) S bm
xle,mgzO,...,xnzo.

Las n variables x4, 2o, . . ., x,, son los instrumentos, que podemos expresar de for-
ma compacta como un vector columna x. La funcién F(+) es la funcién objetivo,
y las m funciones ¢ (), g2(-), - . ., gm(-) son las restricciones que podemos tam-
bién expresar de forma compacta mediante un vector columna g(-). Los nimeros
by, b, ..., b, son las constantes de las restricciones, que en forma vectorial ex-
presamos como un vector columna b.

Introducimos a continuacion algunos supuestos:

= M y n son nimeros finitos;

» las m + 1 funciones F'(+), g1(+), g2(+), - . ., gm(+) estan dadas, son continuas,
continuamente diferenciables, y no contienen ningtin elemento aleatorio;

245
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m ¢l vector b contiene nimeros reales;

= el vecor x puede ser cualquier vector real sujeto a las m + 1 restricciones
de (B.1).

La formulacién del problema de programacion no lineal y los supuestos que
acabamos de introducir exigen los siguientes comentarios:

(1) No imponemos ninguna restriccion sobre los tamafios relativos de m y n
(a diferencia del supuesto sobre los grados de libertad en el problema de
programacion clasica).

(i) La direccion de la desigualdad (<) en las restricciones es solamente una
convencion. Por ejemplo, la desigualdad x; — 225 > 7 puede convertirse en
la desigualdad inversa multiplicando por —1 y obtener —x; + 2z < —7.

(i11) Una restriccion de igualdad, por ejemplo x3 4+ 824 = 12 puede substituirse
por dos restricciones de desigualdad x3 4+ 8z, < 12y —z3 — 8zy < —12.

(iv) Las restricciones de no negatividad sobre los instrumentos no son restricti-
vas. Si una variable particular, por ejemplo x4 fuese libre (i.e. pudiese ser
positiva, negativa, o cero), podriamos substituirla por la diferencia entre dos

. . / "
variables no negativas: xg = x4 —xy, donde x4 > 0y 24 > 0,y el problema
podria reformularse en términos de estas dos nuevas variables.

En consecuencia, el problema de la programacion cldssica puede considerarse
como un caso particular de programacion no lineal en el que no hay restricciones
de no negatividad y en el que las restricciones de desigualdad pueden combinarse
de manera que den lugar a restricciones de igualdad.

En términos geométricos, cada una de las restricciones de no negatividad

>0, j=1,2,....n

define un semiespacio de valores no negativos. La interseccion de estos semi-

espacios es el ortante no negativo, de un subconjunto del espacio Euclideo n-

dimensional, E™. Por ejemplo en E?, estamos identificando el primer cuadrante.
Cada una de las restricciones de desigualdad

gi(‘rl)x%'”axn)gbi) i:1727"'7m

también define un conjunto de puntos en el espacio Euclideo n-dimensional. La
interseccion de estos m conjuntos con el ortante no negativo determina el con-
junto de oportunidades del problema de programacion no lineal. Denotamos este
conjunto como X y lo definimos como,

X ={x € E"g(x) <b, x>0}.
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Es facil verificar que este conjunto es cerrado.

Geométricamente, el problema de la programacién no lineal consiste en en-
contrar un punto o un conjunto de puntos en X que permitan alcanzar la curva
de nivel més alta posible de la funcién objetivo F'(x). Dado que X es cerrado, y
el supuesto de continuidad de la funcidn objetivo, nos permite utilizar el teorema
de Weierstrass y garantizar que el problema (B.1) tiene solucién.! Esta solucién
puede encontrarse en la frontera o en el interior del conjunto X tal como se ilustra
en la figura B.1 para el caso unidimensional.

Los supuestos de convexidad juegan un papel importante en los problemas de
programacion ni lineal. A partir del teorema local.global, un maximo local de la
funcién objetivo en el (o sobre la frontera del) conjunto factible es un méximo
global y el conjunto de puntos al que pertenece el méximo global es convexo, si
las funciones de restriccién son convexas y la funcién objetivo es concava. En
este caso hablamos de programacion céncava. Si ademés la funcién objetivo es
estrictamente concava, el maximo de la funcion es Unico.

B.1. Restricciones de no negatividad (m = 0)

Cuando el problema de maximizacién no contiene restricciones de desigual-
dad, m = 0, el problema basico (B.1) se reduce a un problema de maximizacion
de una funcion en el ortante positivo:

méx Fi(x) sa x>0 (B.2)
X
Una manera de abordar este problema es utilizar la técnica de solucion del pro-
blema de programacion clésica sin restricciones. Esta es la expansion de Taylor.
Supongamos pues, que el problema (B.2) tiene un méximo local en x*. Entonces
todos los puntos en un entorno de x*, digamos x* + Ax satisfacen (B.3).

F(x*) > F(x" + hAx), (B.3)

donde Ax representa una direcciéon en E” y h es un nimero arbitrariamente pe-
queiio y positivo. Dado que F'(x) es dos veces (continuamente) diferenciable, la
funcion del lado derecho de (B.3) puede expandirse como una serie de Taylor
alrededor de x* como

oF O*F

* _ * T (* 1 2 12 T (*
F(x* + hAx) = F(x") + hax (x")Ax + 2h (Ax) o (x* 4+ OhAX)Ax,

donde 0 < 0 < 1.

'El teorema de Weierstrass dice que una funcién continua definida sobre un conjunto acotado
y no vacio tiene maximo y minimo.
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Combinando (B.2) y (B.3), obtenemos la desigualdad fundamental:

oF 1, O*F
iy - 1Y T <
h(?X (x")Ax + 2h (Ax) I (x* + 0hAx)Ax <0, (B.4)

que es una condicién necesaria para caracterizar un maximo local en x*. Si x*
es una solucioén interior, i.e. x* > 0, entonces la desigualdad fundamental debe
verificarse en cualquier direcciéon Ax de manera que obtenemos la misma con-
dicion de primer orden que ne la programacion clésica. Es decir, la anulacion de
todas las derivadas parciales de primer orden. Supongamos, sin embargo, que para
uno de los instrumentos z; = 0. Suponiendo que todas las demas variaciones son
iguales a cero, la desigualdad fundamental (B.4) implica que para z; = 0 la unica
direccion factible es aquella para la que Ax; > 0, Es decir, (dividiendo por h 'y
tomando el limite cuando A — 0, obtenemos,

oF ,
La desigualdad fundamental exige ahora como condicién de primer orden,

oF

3x]~

Por lo tanto, mientras que la primera derivada con respecto a z; necesariamnte

se cancela cuando la solucion es interior (z; > 0), en las soluciones de esquina,

x; = 0, la primera derivada necesariamente es no positiva. Dado que o bien la

primera derivada se anula (en la solucion interior) o bien el instrumnto toma valor
cero (en una solucidn de esquina), el producto de ambos es siempre cero,

oF

8xj

Considerando ahora las n dimensiones del problema, podemos escribir

OF ., . ~~O0F .
8_X(X)X :Zf(x)ﬁ»:O.

(x) <0 si zf=0.

(x")z; = 0. (B.5)

Esta tnica condicién sobre la anulacién de la suma de los productos implica que,
de hecho, cada elemento de la suma se anula, (i.e. implica (B.5) para cada di-
mension j. Por lo tanto un méximo local en x* esta caracteritzado por las 2n + 1
condiciones de primer orden,
o)
ox

X*

IA

0
0 (B.6)

v

8_F
ox

(x*)x”

0
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A Solucién interior " Solucién de esquina A Solucién de esquina
)= T o ﬁ
dz dz

/

Figura B.1: Tres posibles soluciones al problema unidimensional de la maximiza-
cién de una funcién objectiu restringida a valores no negativos del instrumento.

Estas condiciones implican los resultados mencionados antes: (i) cada derivada
parcial de primer orden se cancela cuando el instrumento correspondiente es es-
trictamente positivo, y (ii) cada derivada parcial es no positiva si el instrumento es
cero,

OF

a—(x*)x?zo si xj >0

Ly

a—xj(x)xjgo sio xj=0
j=1,2,....n

Las distintas posibilidades que pueden aparecer en el caso unidiemnsional
estan ilustradas en la figura B.1. El panel superior izquierdo muestra el caso de
una solucion interior en el que la pendiente de la funcidn objetivo es cero. El panel
superior derecho ilustra el caso de una solucion de esquina en el que la peniente
de la funcion objetivo es negativa. finalmente, el panel inferior muestra el caso de
una solucién de esquina en la que la pendiente de la funcidén objetivo también es
cero.

B.2. Las condiciones de Kuhn-Tucker.

El problema general de la programacion no lineal
méx Fi(x) s.a gx)<b, x>0 (B.7)

puede analizarse utilizando los resultados de la seccén anterior. Las restricciones
de desigualdad pueden resscribirse como restricciones de igualdad afiadiendo un
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vector de m variables de holgura (slack variables):

!/

s=b—g(x)=(s1,52,---,5m),
de manera que el problema puede reformularse como

max F(x) s.a gx)+s=b, x>0, s>0 (B.8)

donde la no negatividad de las variables de holgura asegura que se satisfacen las
restricciones de desigualdad. Si (B.8) no contuviera las m + n restrcciones de no
negatividad, recuperariamos el problema de programacién cldsica cuya funcién
lagrangiana seria,

L,<$7y7 S) = F(X) + Y(b - g(X) - S)

dondey = (y1,¥2, - - -, Ym) €s un vector de multiplicadores de Lagrange, como en
la seccion anterior.
Las condiciones necesarias de primer orden per caracteritzar un maxim local
de (B.8) son:
oL OF 0g

- _y=2<
ox 0x y@x <0

oL’ oF og
o~ (5 ~¥5)x 0
x>0
L/
%y =b-gx)—s=0 (B.9)
oL
= -y <
Js y=0
oL’
ass——ys—O
s>0

* *

donde todas las variables, funciones, y derivadas estd evaluadas en x*, y*, s*.
Si eliminamos el vector de variables de holgura s substituyéndolo por b — g(x)
obtenemos las condiciones de Kuhn-Tucker:
OF g
(7 7)<
oF g
( >X =0

ox  Yox
x>0 (B.10)
b—-g(x)>0
y(b—g(x)) =0

y=0
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donde todas las variables, funciones, y derivadas estidn evaluadas en x*, y*.

Obtenemos estas mismas condiciones si, para el problema original (B.7), de-
finimos el lagrangiano®:

L=L(xy)=F(x)+y-gx),
Las condiciones de Kuhn-Tucker ahora son,

oL OF g

Sy = () =y 2 (x) 0
Sy = (o) =y () )x = 0
x>0 (B.11)
oL, .
oL . o
Yy Y =¥ (b - g(x)) =0
y >0

Estas condiciones son necesarias y suficientes para identificar un maximo local
(estricto) si la funcién objetivo es (estrictamente) concava y las funciones de res-
triccién son convexas, y tambiés se satisfacen unas ciertas condiciones sobre cua-
lificacion de las restricciones, que introduciremos mas adelante. Para facilitar la
comprension del contenido de las condiciones de Kuhn-Tucker podemos expre-
sar (B.10) de forma extensiva,

0L OF & g
8% 8% — Yi Oz,

oL -
< 9z, Z(axj ;y’ax) = (B.13)

<0, j=12....n (B.12)

2; >0, j=12....n (B.14)

oL

a%:@—QOEO,i:LZ”wm (B.15)
Z yz Z yilbi — gi(-) =0 (B.16)

%za i=1,2,...,m (B.17)

2 Alternativamente, podemos escribir la funcién lagrangiana del problema como L(xX,y) =
F(x) —y(g(x) = b)
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donde todas las variables, funciones, y derivadas estan evaluadas en (x*, y*).

Es importante sefialar en primer lugar que todas las restricciones de no negati-
vidad y las restricciones de desigualdad del problema original de programacion no
lineal aparecen en (B.14) y (B.15) respectivamente. En segundo lugar, sefialemos
que dado el signo de las restricciones en (B.12) y (B.14), cada término de la suma
de (B.13) ha de ser cero, de manera que

OF < 0
Be ——Zyla—aizo o be .Tj:() (0 ambdés) J=L2...n

es a dir, o bien la condicién marginal se verifica con igualdad, o bien el instrumnto
toma valor cero, o ambas. Formalmente,

OF " Qg C
a—xj—;lyia—xng, pero=0 st z; >0
. . OF K 0y
x} >0, pero=0 si a—%—;yia—%<o (B.18)
ji=1,2....n

De forma parecida, sefialemos que dado el signo de las restricciones en (B.15)
y (B.17), cada término de la suma de (B.16) ha de ser cero, de manera que,

y; =0 obien g¢;(x*) =b; (oambos) i=1,2,...,m

es decir, o bien el multiplicador de lagrange se hace cero, o la restriccidn se satis-
face como igualdad, o ambos. Formalmente,

gi(z*) < b;, pero=1"b; si y; >0
yr >0, pero=0 si g(z*) < b (B.19)
1=1,2,...,m
Las condiciones (B.18) y (B.19) se denominan condiciones de holgura comple-
mentaria (complementary slackness conditions) y son una manera alternativa de
representar las condiciones de Kuhn-Tucker. Finalmente, como en el caso de la

programacion cléssica, el lagrangiano evaluado en la solucién es simplemente el
valor 6ptimo de la funcién objetivo:

L(x",y") = F(x*) +y"(b — g(x")) = F(x")

dado que (B.16) implica y*(b — g(x*)) = 0.
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B.3. Interpretacion geométrica

Para presentar la interpretacion geométrica de las condiciones de Kuhn-Tucker,
recuperemos la version original de las variables de holgura eqref4.2.5 y afiadamos
un segundo vector n-dimensional no negativo de variables de holgura,

Jg OF
— —_——— = >
r y8X I (ri,72,...,7) >0

Ahora podemos expresar las condiciones de Kuhn-Tucker como

oF _ 08

ys =
s>0, y>0

donde todas las variables, funciones, y derivadas estdn evaluadas en (x*, y*, r*, s*).
La no negatividad de las variables de holgura asegura que las condiciones de de-
sigualdad se satisfacen. El primer grupo de de n condiciones podemos escribirmo
como
F

) =y By 4w ()
donde I representa la matriz identidad. Geométricamente, estas condiciones nos
dicen que en la solucién x*, el gradiente de la funcién objectivo, (g—i) es una media
ponderada de los gradientes de las hipersuperficies de las restricciones, donde los
gradientes de las restricciones de desigualdad son las filas del Jacobiano (g—i); los
gradientes de las restricciones de no negatividad son las filas del negativo de la
matriz identidad, -I; y las ponderaciones son los vectores de multiplicadores de
Lagrange no negativos, y*, i las variables de holgura r*.

Por lo tanto, geométricament, en una solucion de esquina la direccién de prefe-
rencia ha de ser una combinacion lineal no negativa de las normales a la superficie
que apunten hacia afuera en el punt en cuestion. Estas normales son los vectores
ortogonales rx = 0y y(b — g(x)) = 0.

Per clarificar esta construccion, consideremos el ejemplo de programacién no
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lineal siguiente:

max F'(zq,z3) = —8x§ — 10x§ + 12z129 — 5021 + 8025

T1,T2
s.a
T+ X2 S 1
827 + x5 < 2
1 >0, 2220
donde dado que la funcion objetivo es estrictamente concava y las restricciones
son funciones estrictamente convexas, las condiciones de Kuhn-Tucker y el teo-

rema local-global nos dicen que hay un tnico méximo global. El lagrangiano de
este problema es

L(z1, 02,91, y2) = — 827 — 1023 4 122129 — 5021 + 8022+
y1(1 — zy — @) + 12(2 — 827 — 3),

y las condiciones de Kuhn-Tucker son,

oL
_— = —].61‘1 + 12!172 — 50 — Yy — 16y21'1 S 0
8331
oL
_— = —20562 + 12131 + 80 — Yy — 2y2I2 S 0
aZEQ
oL oL
—T + %9 = (—161‘1 + 127}2 — 50 — Yy — 16y2x1)$1+
83:1 (91’2
(—20132 + 12371 + 80 — Y1 — 2y2x2)x2 =0
T Z 0
T9 > 0 (B.20)
oL
——=1—21—25>0
Em Ty — T2 =
oL
— =281 —15>0
Oy
oL oL
8—%91 + 8_3/2y2 = (1 — 21 —z2)yr + (2 — 827 — 23)y2 = 0
y1 >0
Y2 >0

Estas condiciones caracterizan una solucion, pero no la identifican. Por ejem-
plo, el punto

» (21,22) = (0,0) no verifica las condiciones de Kuhn-Tucker, dado que en
este punto, (y1,%2) = (0,0) y g—xLQ =380 > 0.
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) A

(0,v2)

C//

.1171+f)32:1

Figura B.2: Representacidon geométrica de la solucién del problema de programa-
cioén no lineal (B.20).

= (21,22) = (3,0) tampoco verifica las condiciones de Kuhn-Tucker, dado
que en este punto, y; =0y g—é =86 > 0.

= (0, 1) si verifica las condiciones de Kuhn-Tucker:

(7, 25) = (0,1)
(y1,95) = (60,0)

oL 0L
(8_:c1’ 6_332) xy* = (—98,0)

oL 0L

ey = (0,1
(ayl ayQ) Y ( )

F(x},25) =70
oF oOF
(8_.’13'1, (9_:132) x* — (_3&60)

La figura B.2 representa esta solucion.
Notemos que en la solucidn, la direccién de preferencia () toma un valor
intermedio entre las normales (/N) que apuntan hacia afuera.
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B.4. El teorema de Kuhn-Tucker.

El enfoque de Kuhn-Tucker al problema general de la programacion no lineal:

max F'(x) s.a g(x)<b, x>0 (B.21)
tal como lo hemos desarrollado en la seccién B.2, consiste (i) en introducir un
vector fila de multiplicadores de Lagrange y = (v1,¥2, .- .,¥m) con tantos ele-
mentos como restricciones de desigualdad, y (ii) en definir la funcién lagrangiana
como

L(x,y) = F(x) + y(b — g(x)),

Las condiciones de Kuhn-Tucker, a partir de (B.11) son por lo tanto,

oL oL
KXY =0, —ay(x,y)_O
o XY =0,y oY) = 0 (B.22)

x>0, y*">0

Si nos fijamos en las direcciones de las desigualdades y recordamos las condicio-
nes que caracterizan un maximo, se sigue que (x*,y*) es un punto de silla del
lagrangiano, puesto que estamos maximitzando con respecto a los instrumentos
(no negativos) y minimizando con respecto a los multiplicadores (no negativos)
de Lagrange y. Por lo tanto, podemos escribir,

L(x,y") < L(x",y") < L(x",y) Vx>0 y >0 (B.23)

El problema de identificar vectores no negatius (x*,y*) que satisfagan (B.23) se
conoce como el problema del punto de silla.

Una vez introducido el problema del punto de silla podemos enunciar el teo-
rema de Kuhn-Tucker.

Teorema B.1. (a) El vector de instrumentos X* soluciona el problema de progra-
macion no lineal si (x*,y*) soluciona el problema de punto de silla.

(b) También, bajo ciertas condiciones x* soluciona el problema de progra-
macion no lineal sdlo si existeix un vector de multiplicadors y* tal que (x*,y*)
soluciona el problema del punto de silla.

Demostracion.  (a) De acuerdo con la primera parte del teorema, , si (x*,y")
es un punto de silla com en (B.23), entonces x* soluciona el problema de
la programacion no lineal. Supongamos pues que (x*,y*) es tal punto de
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(b)

silla. Dado que x* maximiza el lagrangiano con respecto a los instrumentos
x > 0, se sigue que

F(x) +y*(b - g(x)) < F(x*) +y"(b — g(x)) (B.24)
y dado que y* minimiza el lagrangiano debe verificarse,
F") +y"(b-gx")) < F(X") +y(b—g(x"))
Podemos reescribir esta ultima desigualdad como
(y—y)(b-gx"))>0 y=>0 (B.25)

y dado que los componentes de y pueden ser arbitrariamente grandes, resul-
ta que x* debe satisfacer las restricciones de desigualdad:

g(x*) <b.

Por otra parte, escogiendo y = 0 en (B.25), y teniendo en cuenta que y* >
0yb —g(x*) > 0 se sigue que

y*(b - g(x")) = 0. (B.26)
Consideremos ahora (B.24), que utilizando (B.26), podemos expresar como
Fx) 2 Fx)+y"(b-g(x), x>0

Dado que y* es no negativo, si X es factible tiene que verificarse que
FX") = F(x)

de manera que x* maximiza F'(-) dentro de la clase de x factibles, y por lo

tanto soluciona el problema de la programacion no lineal.

Sefialemos que esta demostracion de la condicidn suficiente de teorema de

Kuhn-Tucker no exige ningtin supuesto sobre las funciones F'(-) y g(-).

Para demostrar la condicién necesaria del teorema de Kuhn-Tucker neces-
sitamos introduir algunos supuestos sobre les funcions F(+) y ¢(-). En par-
ticular, suponemos que F'(-) es una funcién concava, las funciones g(-) son
convexas, y las restricciones satisfacen la condicié sobre la cualificacion
de las restricciones. Recordemso que esta ultima nos dice que existe algin
punto en el conjunto factible que satisface todas las restriciones de desigual-
dad como desigualdad estricta. Es decir, existe un vector x° tal que x° > 0
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B (abierto) F(z)
\
(%0, 9) Nipcrplano separador
F(l‘dj ———————————————————————
b—g(zs,
F(TQ: “““““““““

) /RSN Wy S S

\

Figura B.3: Los conjuntos A 'y B para un problema de programacién no lineal con
m=mn=1.

y g(x%) < b. Con estas hipétesis supongamos ahora que x* soluciona el
problema de programacién no lineal

x>0, gx")<b,iF(x")>F(x) Vx>0, g(x) <b.

Definamos a continuacién dos conjuntos A y B, en el espacio m + 1 dimen-

A= () 1) = () e <0
={BI6)- ()]

donde ag y by son escalares, y a'y b son vectores fila m-dimensionales.

La figura B.3 presenta una ilustracion de estos conjuntos para m = n = 1,
donde el conjunto factible es la parte sombreada del eje de abcisas, X, y la
solucién es x*.

El conjunto A estd acotado por puntos con distancia vertical F'(x) y distancia
horizontal b — g(z). El conjunto B es el interior del cuadrante con vértice
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en el punto con distancia vertical F'(z*) y distancia horizontal positiva. En
este caso, y también en el caso mas general, dado que F'(-) es una funcién
coéncava y las funciones ¢(-) son convexas, el conjunto A es convexo. El
conjunto B también es convexo porque es el interior de un ortante. Dado
que x* soluciona el problema de programacion no lineal, los dos conjuntos
son disjuntos, de manera que utilizando el teorema del hiperplano separa-
dor para conjuntos convexos disjuntos, sabemos que existe un vector fila
diferente de cero (yo,y), donde yo es un escalar e y es un vector 1 x m tal
que:

(Y0, ¥) (Cg’) < (%0,Y) (%)) v (‘g’) € A, (@) €B (B2

A partir de la definicion de B se sigue que (1o, y) es un vector no negativo,
y dado que (F'(x*),0)’ se encuentra en la frontera de B,

yF(x) +y(b—g(x)) <yF(x") vx=0 (B.28)

Como consecuencia de la condicion sobre cualificacion de les restricciones,
yo > 0 dado que si yop = 0 entonces la implicacién de (B.28) que y(b —
g(x)) <0 Vx > 0y lano negatividad de y serian contradictorios con la
existencia de un x° > 0 tal que g(x°) < b. Pero si yy > 0 entonces ambos
lados de la desigualdad (B.28) pueden dividirse por ¥, para obtener

Fx)+y'(b-gx) <F(x) vx>0

donde y* = (yi)y > 0. (B.29)
0

En particular, si x = x* entonces
y'(b—g(x*)) <0,
pero, dado que g(x*) < biy* > 0, necesariamente debe verificarse
y'(b—g(x")) =0. (B.30)
Definiendo el lagrangiano como

L(x,y) = F(x) + y(b — g(x)),

se sigue que a partir de (B.29), de (B.30), y de la no negativitat de y, que
(x*,y*) es un punto de sillade L(x,y) parax > 0, y > 0, proporcionando

de esta manera la condicion necesaria (“sélo si”’) del teorema.
Resumiendo, con los supuestos introducidos, x* soluciona el problema de pro-
gramacion no lineal (B.21) si y solo si existe un y* tal que (x*,y*) soluciona el
problema del punto de silla (B.23). ]
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Consideremos ahora el problema del punto de silla con un supuesto adicional
que no hemos utilizado hasta ahora. Este supuesto es que les funcions F'(x) y g(x)
son funciones diferenciables. La primera parte del problema del punto de silla es
la maximitzacién de L(x,y™*) escogiendo instrumentos X no negativos. Podemos
aplicar los resultados en (B.6) para obtener las seguientes condiciones:

aL * *

a—X(X ,¥') <0
aL * * *
O_X(X ,Y)x" =0

x>0
La segunda parte del problema del punto de silla, es la minimitzacién de L(x*,y)
seleccionando multiplicadores de Lagrange y no negativos. Este problema genera
las siguientes condiciones:

oL

_ * * >

ay(x ,y) >0
y a_x(x YY)

0
0

v

y*

Estos dos conjuntos de condiciones son precisamente las condiciones de Kuhn-
Tucker (B.22) que hemos visto antes.

La interpretacion de los multiplicadores de Lagrange.

Proposicion B.1. Podemos interpretar los multiplicadores de Lagrange, como va-

riaciones en el valor optimo de la funcion objetivo ante variaciones de las cons-
tantes de las restricciones:

., OF~

T

Demostracion. En primer lugar queremos demostrar que x* i y* pueden solu-
cionarse como funciones de las constantes de las restricciones. A continuacion
simplemente tendremos que diferenciar el lagrangiano con respecto a estas cons-
tantes.

Si pudiéramos saber qué restricciones estan saturadas, 1 qué instrumentos son
positivos todo ello evaluado en la solucién del problema de programacién no li-
neal, podriamos escribir las condiciones de Kuhn-Tucker como igualdades. Su-
pongamos en particular, que evaluadas en la solucién renumeramos las restriccio-
nes de manera que las m; primeras se satisfacen como igualdades, y las m — m;

(B.31)
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restantes se satisfacen como desigualdades (0 < m; < m). supongamos tam-
bién que de forma paralela, renumeramos los instrumentos de manera que los n;
primeros son positivos y los n — n; restantes son cero (0 < n; < n). entonces
podemos particionar los vectores como

g(x) = (g:g;) . b= (E;) C y=0hy?, x= (;) )

donde g'(x), b!, e y! representan los primeros m; elementos de g(x), b, ey
respectivamente, y x! contiene los n; elementos de x. Ahora podemos escribir las
condiciones de Kuhn-Tucker como,

oL  OF 1090,

ot~ o Y ) =
x2=0

oL

8—y1:b1—g1(X):0
y*=0

Es facil verificar que (B.31) se verifica para los m — m; multiplicadores de La-
grange, que son iguales a cero, dado que

oF™
= =0, 1=m+1,m +2,...,m

*

Estas m — m restricciones se satisfaces como desigualdades, de manera que pe-
quefios incrementos en las correspondientes constantes de las restricciones no
pueden hacer variar el valor 6ptimo de la funcién objetivo. Con respecto a los
primeros m; multiplicadores de Lagrange, el problema se reduce a un caso de
programacion clésica,

méx F(x',0)s.a. g'(x',0) = b*

T

de manera que ya sabemos que es posible solucionarlo para x! e y! como funcio-
nes de b, podemos diferenciar el lagrangiano con respecto a b', y obtener

. OF
Yi = oy, =

0, i=12...,m.

Esto completa la demostracion. L
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B.5. Les condicions de Fritz-John.

Consideremos el problema genérico de programacion no lineal

max F(xy,z9,...,2,) s.a
T1,X25.-Tn
gl(l’l,IQ, Ce ,In) S bl
92(1'1,1'2, cee 73:71) S b2
gm(l’bx% cee an) S bm
T 20,.1'220,...,.%‘” 20
y expresémoslo como
max F(xy,29,...,2,) s.a

T1,22;..,Tn

gm<$1,$2,...,l’n)—bm§0
-1 <0,—2,<0,...,—z2, <0.

de manera que introduciendo las funciones h; y h; definidas como

hi(x1,xa, ..., xn) = gi(x1, 29, ..., 2p) — by i =1,...,m
hj(z1,z2,...,0,) = —xj, j=1,...,n

podem expresar el problema original como,

xl,ﬂéﬁnF(ml’ To,...,Ty) S
hi(zy,x9,. .., 2,) <0
ho(x1, T2, ..., 2,) <0
hm(x1, 22, ... x,) <0
hma1(x1, 29, .. x,) <0

Rman(T1, T, .o 2,) <0
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Consideremos a continuacién un punto z* tal que F'y h;, ¢+ = 1,...m + n sean
diferenciables en T* y definamos el conjunto I = {i|h;(Z*) = 0}. Entonces, si
h;, © ¢ I, son continuas en T*¥, se verifica que cuando =* es un 6ptimo local,
existen escalares \g, A\;, ¢ € I no todos nulos tales que,
Ao 7 F(T") + Z)\i vV () =0
iel
Ao, A\i > 0peri el (B.32)
g;() <0, j=1,....m+n.
Ademas, si g; para i ¢ I es diferenciable en T*, entonces las condiciones (B.32)
pueden expresarse como,
m-+n
NV EFE)+ > N vgE) =0
j=1
)\jg](f*) :0, j: 1,...,m—|—n
)\0,)\12()]:1,77714—71
g;(Z*) <0, j=1,...,m+n.
con)\;, 7 =1,...,m+ nno todos nulos.

Estas condiciones de primer orden son solamente necesarias pero no suficien-
tes para identificar un punt 6ptimo (maximo o minimo) local. Para demostrar que
efectivamente son condiciones necesarias pero no suficientes, consideremos el
ejemplo siguiente:

min — (v, — 5)° — (12 — 2)* s.a
x1,T2

21’1 + X9 < 6

T Z 0

La figura B.4 representa este ejemplo. el punto 7° = (0,2) es un punto factible
pero no es una solucion del problema minimitzador. El minimo se encuentra en
(0,5). Ahora bien, en este punto 7° = (0, 2) se satisfacen todas las condiciones de
Fritz-John. Efectivamente, la tnica restriccion saturada es gs(x1, 22) = —z7 < 0.
Dado que 7 F (%) = (10,0) y g2(z°) = (—1,0), existen \g > 0, Ay > 0, \; =
A3 = Ay = 0, tales que

4

AV F@E)+> N veE’)=0
j=1

2ig; (@) =0, j=1,2,3,4

N >0j=0,1,...,4.
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Figura B.4: Condiciones de Fritz-John.

Solamente necesitamos seleccionar valores Ay y \s tales que Ao = 10).



Apéndice C

Algebra Lineal: vectores y matrices

C.1. Introduccion

Los modelos matematicos utilizados en economia a menudo contienen siste-
mas de ecuaciones. Cuando estas ecuaciones son todas ellas lineales, el estudio de
estos sistemas de ecuaciones se enmarca en el drea de las matematicas denomina-
da dlgebra lineal.

Cuando los sitemas de ecuaciones son suficientemente grandes, su estudio se
ve facilitado utilizando una notacion adecuada. Un sistema general de m ecuacio-
nes lineales con n incognitas que denotamos (1, s, . . . , T, ) lo podemos expresar
como,

a1171 + a19%o + - -+ ATy = by
a91T1 + A29T9 + -+ Aonly = b2
(C.D

A1 T1 + AmaTe + -+ QppTp = by,

donde a1, aia, . . ., Gm, S denominan los coeficientes del sistema, y by, by, . .., by,
son ndmeros reales.

Una solucion del sistema (C.1) es un conjunto ordenado de ndmeros sy, So, . . . , Sy,
que satisface todas las ecuaciones simultineamente cuando consideremos r; =
S1,Te = S2,...,T, = S,. Normalmente escribimos una solucién como (s1, S, . . . , Sy ).
Si el sistema (C.1) tiene al menos una solucién decimos que es consistente. Cuan-
do el sistema no tiene solucién decimos que es inconsistente.

La notacion utilizada para presentar el sistema (C.1) es muy farragosa y poco

265
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practica. Una forma alternativa mas compacta de escribir las ecuaciones es,

aiy a2 A1n by
1 : + T : + T, : =\ : (C.2)

Am1 Am2 Amn bm

La ecuacién (C.2) representa una forma alternativa de escribir (C.1), donde las
expresiones,
an 12 b

se denominan vectores o0, a veces vectores columna dado que sus elementos estan
estructurados en forma de columna.
Los vectores de la ecuacid (C.2) son objectos mateméticos por si mismos,

de manera que es conveniente asignarles una notacién como a;, as,...,a,, y b
respectivamente (es decir, denotamos los vectores por una letra mintscula en ne-
grita). La expresion xya; se denomina producto escalar de x1 y el vector a; y se
define como

aii T1011

T1a; = X3 : =
Am1 T1Gm1

Con la notacién introducida podemos expresar el sistema de ecuaciones original
(C.1) como
ria; +Xgag + - +Xpa, =Db (C.3)

Dada la equivalencia entre (C.1) y (C.3), vemos que el sistema (C.1) es consis-
tente (tiene una solucion) si y solo si b puede expresarse como una combinacion
lineal de ay,as, ... a,.

Podemos considerar una notacién aun mas compacta para sistema (C.1). En la
expresion (C.3) todavia hay demasiados signos +. Consideremos pues la siguiente
notacion:

a1l a2 ... Q1 T b1
a921 22 ... QAon, i) b2

=1 . (C.4)
m1 Am2 .. OGmp Tn bn

El conjunto ordenado de a;; de la izquierda se denomina una matriz formada
por m filas y n columnas, o una matriz m X n. Normalmente las matrices se de-
notan por letras mayusculas en negrita, e.g. A. Una matriz que contenga s6lo una
fila se denomina un vector fila (que denotamos por una letra mintdscula en negrita)
y una matriu que contenga s6lo una columna se denomina un vector columna.
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C.2. Operaciones con Vectores.

C.2.1. Suma de vectores y producto de un escalar por un vec-
tor.

Denotemos por a, b y c tres vectores arbitrarios n-dimensionales, y denotemos
por oy (3 dos nimeros reales arbitrarios. Hay varias reglas que gobiernan la suma
de vectores y el producto de un vector por un escalar. Las mds importantes son las
siguientes:

Reglas para la suma de vectores

(a+b)+c=a+(b)+c (C.5)
a+b=b+a (C.6)
a+0=a (C.7)

a+(—a)=0 (C.8)

La ecuacion (C.5) representa la propiedad asociativa de la suma de vectores;
la ecuacion (C.6) representa la propiedad conmutativa de la suma de vectores;
la ecuacién (C.7) nos dice que el vector n-dimensional de ceros es el elemento
neutro de la suma de vectors; finalmente, la ecuacion (C.8) nos dice que la suma de
vectores también tiene elemento simétrico definido como aquel vector que sumado
al vector original da como resultado el elemento neutro.

Reglas para la multiplicacion de un escalar por un vector

(o + pla=aa+ fa (C.9)
ala+b)=ca+ab (C.10)
a(fa) = (af)a (C.11)
la=a (C.12)

Resumiendo, podemos decir que la manipulacion de vectores basicament si-
gue las mismas reglas que la manipulacion de los nlimeros reales, sin tenernos que
preocupar de cada componente por separado.

C.2.2. Interpretacion geométrica de los vectores.

La palabra “vector” proviene del latin y se refiere al acto de mover una persona
o un objeto de un sitio a otro. En el espacio R?, un desplazamiento se describe
como la distancia a; recorrida en la dimensién x y la distancia a, recorrida en la
direccion y. En otras palabras un desplazamiento en el plano estd univocamente
descrito por un par ordenado de nimeros (ai, as). Es decir, por un vector a =

(CLl,CLQ).
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ai

|

p1 il
P = (p1,p2)
Q =(q1,9)

a = (a1,a2) = (q1 — p1,q2 — p2,

Figura C.1: Interpretacion geométrica de un vector.

Geométricamente, tal movimiento puede representarse per una flecha con inicio
en un punto inicial Py final en un punto (). El vector de P a () se denota como
P—Cj y lo denominamos vector geométrico o segmento lineal dirigido.

Finalmente necesitamos relacionar la notacién geométrica de un vector P_Cj,
y la notacion matemadtica a. Para ello, consideremos que el vector a = (aq, az)
describe un movimiento desde un punto P = (p1,p2) a un punto @ = (q1, g2).
Entonces, decimos que

a1 =4q1 — p1,

az = g2 — p2, O bien
(a17a2) - (QhQQ) - (p17p2)~

La figura C.1 ilustra esta interpretacion geométrica del vector a.

Por lo tanto, el vector (aq,as) describe un movimiento de a; unidades en la
direccion z y un desplazamiento de a; unidades en la direccién y. Este movimien-
to combinado en ambas direcciones nos traslada desde el punto P al punto (). La
correspondencia entre el punto inicial, el punto final y la distancia de desplaza-
miento, permite de forma natural, pensar en un vector como un par ordenado de
nimeros (aj, as), o como un segmento lineal dirigido ﬁ)}

La equivalencia entre la representacion maematica y geométrica de un vector
da lugar a una interpretacion geométrica interesante a las operaciones a+b, a—b,
y ta. Seaa = (a,az2) y b = (b1, ba) dos vectores ambos con origen en (0, 0).

= Lasuma a + b que se muestra en la figura C.2, es la diagonal del paralelo-
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Figura C.2: Suma de vectores.

gramo determinado por los vectores ay b.

Geométricamente, los tridngulos 0RS y PQT son semejantes. Es decir, OR
es paralelo a PQ) y OP es paralelo a R(). Podemos interpretar la figura C.2
como si a desplazara desde 0 a P y b desplazara desde P a (). El movi-
miento combinado a + b representa pues, un desplazamiento desde 0 a ().

» La diferencia a — b se representa en la figura C.3. Debemos poner especial
atencion a la direccion del vector a—b. Notemos también que b+ (a—b) =
a.

» La interpretacion geométrica de ta, donde ¢t € IR, también es inmediata. La
figura C.4 lo ilustra. Si ¢ > 0 el vector ta conserva la misma direccién que
a y su longitud es ¢ veces la longitud de a. Si¢ < 0 el vector ta tiene la
direccion opuesta de a y su longitud es |t| veces la longitud de a. Por lo
tanto, la multiplicacion de un vector a por un nimero ¢ equivale a reescalar
el vector a. Es por ello que con frecuencia al nimero real ¢ se le denomina
escalar.

Un razonamiento paralelo permite extender estos argumentos a espacios 7-
dimensionales (n > 3).
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Yy A

(b1, b2)

(a1, a2,

Figura C.3: Diferencia de vectores.

Y A Yy A

t>40 t<0

—» T >

Figura C.4: Producto de un vector por un escalar.

C.2.3. Producto escalar de vectores.

El producto escalar de dos vectores n-dimensionales a = (aj,az,...,a,) y
b = (by,ba, ..., by,) se define como

a-b:a1b1+a2b2—|—---+anbn:Zaibie]R (C.13)
i=1

Esta definicion contiene dos propiedades importantes: (1) el resultado del pro-
ducto escalar de dos vectores es un numero real (o un escalar), no un vector; (ii) el
producto escalar de dos vectores sélo estd definido cuando ambos vectores tienen
la misma dimension.
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Sean a, b y c tres vectores n-dimensionales, y sea per ¢ un escalar. Podemos
definir las siguientes reglas del producto escalar de vectores:
Reglas del producto escalar de vectores

a-b=b-a (C.14)
a-(b+c)=a-b+a-c (C.15)
(ta)-b=a- (tb) =t(a-b) (C.16)
a-a>0<«<=a+#0 (C.17)
Las reglas (C.14) y (C.16) son triviales. Para demostrar la regla (C.15), consi-
deremos los vectores a = (ay, as,...,a,), b= (by,ba,...,b,),ye = (c1,¢2,...,Cpn).
Entonces,

a-(b+c)=(a1,a9,...,a,) (b1 +c1,...0, +¢cy)
=a1(by+c1)+...a,(by + cn)
=a1by +...a,b, +a1c1 + ... a,c,
=a-b+a-c

Para demostrar la regla (C.17) es suficiente notar que a-a = a3 +a2+- - - +a2.
Esta suma es siempre no negativa, y es cero siy sélo si todos los elementos a;, i =
1,...,n son cero.

Longitud de los vectors y la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Sea a = (ay,aq,...,a,). Definimos la longitud o norma del vector a, que
denotamos por ||a|, como

lall = va-a=/a} +a5+- +a2 (C.18)

Utilitzando la ecuacié6 (C.18), definimos la distancia (Euclidea) entre dos vectores
a— ((Il,ag, NN ,an), b = (bl,bg, ce ,bn) como

la—b|| = /(a1 — b1)% + (ag — b)2 + - -+ + (an — b,)? (C.19)

Para n = 2 esta definicion se reduce al concepto tradicional de distancia.
Consideremos dos puntos arbitrarios (1, 1) y (72, y2) en IR* como los mostrados
en la figura C.5. La distancia entre estos dos puntos es la hipotenusa del tridngulo
rectangulo que tiene como catetos (x2 — 1) € (y2 — y1). El teorema de Pitdgoras
nos dice que la longitud de la hipotenusa es d = /(z1 — 29)% + (y1 — y2)2.

Per n = 3 observemos la figura C.6 e intentemos calcular la distancia entre
los puntos Py () con coordenades (aq, ag, a3) y (by, by, b3) respectivamente. Estos
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y A

(w2, y2)
Yz

Y2 —

U1

»
>
£

¢

Figura C.5: Distancia entre dos vectores en R?.

puntos se encuentran en los vértices diagonalmente opuestos de un cubo rectan-
gular cuyos lados tienen longitudes a = |a; — by|, b = |ay — ba|, y ¢ = |ag — bs.

Podemos calcular la diagonal P() a partir del teorema de Pitdgoras que nos
dice (PQ)* = (PR)? + (RQ)?. A su vez, PR es la hipotenusa del tridngulo de
lados a y b, de manera que su longitud es (PR)? = a®*+b* = (a;—b1)?+(az—by)*.
Ademas, RQ = c¢ de manera que (RQ)? = ¢®* = (a3 — bs3)?. En consecuencia,
(PQ)* = (PR)* 4+ (RQ)* = (a1 — b1)* + (a2 — ba)* + (a3 — b3)? y la distancia
entre (a1, as, az) y (by, by, b3) es,

d= /(a1 —b1)2+ (ag — by)2 + (az — b3)?
La desigualtat de Cauchy-Schwarz nos dice,

|a-b| < [la]| - [[b] (C.20)

Ortogonalidad

Consideremos la figura C.7 que muestra tres vectores a, b y a-b en R?. Uti-
lizando de nuevo el teorema de Pitdgoras, el angulo 6 entre los dos vectores a
y b es recto si y sélo si (04)? + (0B)? = (AB)? o en una notacién diferente,
[al[* + [[b]|* = |la — bl|*.

Esto implica que 6 = 90° si y sélo si

a-a+b-b=(a—Db)-(a—Db)
—a-a—a-b—b-a+b-b
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z A

P: (G/l,ClQ,ag}
Q = (b1, b2,b3)
R = (c1,¢2,c¢3)

Y

Figura C.6: Distancia entre dos vectores en R?.

que se reduce a
O=a-b+b-a=2a-b=—a-b=0.

Con este argumento demostramos que el dngulo formado por dos vectores es recto
si y sOlo si su producto escalar es cero. En tal caso decimos que los vectores
son ortogonales y lo denotamos como a L b. Esta demostracion se generaliza
trivialmente a vectores n-dimensionales, y podemos escribir

alb<«—=a-b=0

Una aplicacion de la ortogonalidad

Recordemos la teoria del consumidor, y estudiemos porqué dibujamos el vec-
tor de precios ortogonal a la restriccion presupuestaria.

Pare ello consideremos un consumidor en un mundo de dos bienes z e y cuya
funcion de utiliad es U(x, y). representemos una curva de indiferencia representa-
tiva, U como en la figura C.8, y seleccionemos un punto S = (g, o). En primer
lugar queremos calcular la ecuacién de la recta tangente a U(z,y) = U en el
punto S.

= Sabemos que la ecuacién de una recta que pasa por un punto (z_, o) y tiene
pendiente « es

(y — o) = a(z — xo) (C.21)
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a

Figura C.7: Ortogonalidad.

yor--- S

<

A

Figura C.8: Una aplicacion de la ortogonalidad.

donde (x,y) es un punto arbitrario de esta recta.

= la pendiente de la recta tangente en .S es

U
% | wo.10)
o =———20% (C.22)
au
% (w0,30)
donde suponemos que %—[y] # 0.
(w0,y0)

= Substituyendo (C.22) en (C.21) obtenemos,

ou

ox

(z0,%0)
— O (r — 2
o (x — xp) (C.23)

9y

(v —yo) = —

(z0,%0)
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iy

Y

sy

Figura C.9: Una aplicacion de la ortogonalidad (2).

= Operando el producto, podemos reescribir (C.23) como,

ou ou
— — 4+ — xr—x9) =0. C.24
dy (a:o,yo)<y ¥o) Ox (xo,yo)( o) (€29
» Introduciendo la notacién del producto escalar de vectores, podemos rees-
cribir (C.24) como
ou au T — 2o
= 5 . =0 C.25
(‘% (zowo) Y (wo,yo)> (y - yo) (€23)
= El vector
%—g %—[y] = VU(xo, yo) (C.26)
(z0,90) (z0,90)

se donomina el gradiente de la funcién U. Por lo tanto, utilizando (C.26),
podemos reescribir (C.25) como

VU (0, y0) (";j - ;”g) =0, (C.27)

que nos dice que el gradiente de la funcion U es ortogonal a la recta tangente
que pasa por el punto .Sy tiene pendiente o dada por (C.22).

La figura C.9 ilustra este argumento.

Calculada la ecuacién de la recta tangente, en segundo lugar queremos propor-
cionar una interpretacion de ésta. La recta tangente no es mas que la restriccion
presupuestaria del consumidor, es decir,

(p1,p2) - (;C) =m (C.28)
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YA

Yop-=

=y

T

=y
&

(@) (b) (©

Figura C.10: Una aplicacion de la ortogonalidad (3).

donde p = (p1,p2) representa el sistema de precios, y m la renta del consumi-
dor. Esta restricion presupuestaria podemos reescribirla, operando el producto

en (C.28) como
m P

_pz b2 ’

de manera que la pendiente de la restriccién presupuestaria es —p; /ps. Substitu-
yendo esta pendiente en (C.23) obtenemos,

_—& T — X
(y —wo) = p2( ),

0 en notacién matricial,

T — 2o
b1,p2) - =0
( ’ ) <3/ - 3/0)
La figura C.10(a) representa la ortogonalidad entre el sistema de precios y la
restriccion presupuestaria. Como la pendiente de la restriccidon presupuestaria es
constante en todos sus puntos, podemos dibujar el vector ortogonal de precios en
cualquier punto de la recta presupuestaria. Por ultimo combinando las figuras C.9

y C.10(a) obtenemos las figuras C.10(b) y (c) que es la forma habitual de repre-
sentar el problema del consumidor.

C.3. Lineasy Planos.

C.3.1. Lineas.

Sean a = (ay,as,a3) y b = (by, by, bs) dos vectores definidos en IR®. Imagi-
nemos estos vectores como flechas que salen del origen de coordenadas y llegan a
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T

Figura C.11: Una linea en IR?.

los puntos que tienen como coordenadas (ay, as, as) y (b1, b2, b3). Podemos dibu-
jar unarecta L que pase por ambos puntos como ilustra la figura C.11. La ecuacion
de estarecta es, x = (1 — t)a + tb, donde ¢ es un nimero real.

Formalmente, la linea L que pasa por dos puntos a = (a,...,a,) y b =
(b1, ...,b,) es el conjunto de puntos x = (z1,...,z,) que satisfacen
x = (1 —t)a+tb, (C.29)

para algin nimero real ¢.

C.3.2. Hiperplanos.

Consideremos un plano P en R? que pasa por un punto a = (a1, ay, as). Su-
pongamos también que el vector p = (p1, p2, p3) 7 (0,0,0) es ortogonal al plano
P como ilustra la figura C.12. Afirmar que p es ortogonal a P quiere decir que p
es ortogonal a qualsevol linea del plano. Por lo tanto, si x = (1, z2, x3) es otro
punto arbitrario en el plano P, entonces x-a es ortogonal a p. En consecuencia, el
producto escalar de p y x-a ha de ser cero, es decir,

p-(x-a)=0 (C.30)

Por lo tanto, (C.30) es la ecuacién general de un plano en R? que pase por
a— (al, a9, ag).

En general, decimos que un hiperplano que pase por un punto a = (ay, as, . . . , a,)
y que sea ortogonal a un vector p = (p1, pa, ..., pn) 7 0 es el conjunto de puntos
X = (z1, 2, ...,2,) que satisfacen
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Figura C.12: Ortogonalitat 1 hiperplans.

p-(x-a) =0 (C.31)

Sefialemos que si substituimos el vector ortogonal p por tp, con ¢t # 0, preci-
samente el mismo conjunto de vectores X satisfardn la ecuacion del hiperplano.

C.4. Matrices y operaciones con matrices.

Una matriz es un conjunto de nimeros distribuidos de forma rectangular con-
siderados como una entidad. Estos nimeros normalmente estan delimitados por
paréntesis. El orden de una matriz esta dado por el niimero de sus filas y columnas.
Decimos que una matriz es de orden m X n cuando estd compuesta por m filas y
n columnas. Los nimeros que componen la matriz se denominan elementos de la
matriz. En particular, a;; denota el elemento situado en la fila 7 y en la columna j.
En general, una matriz m X n tiene la forma:

aiq a12 e A1p
G21 d22 ... Q2p

A= | . . (C.32)
Am1 Am2 ... Amn

Casos particulares de matrices son los seguientes:

m matriz 1 X n, es un vector fila,
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= matriz m X 1, es un vector columna,

= matriz nxn, (i.e. m = n) es una matriz cuadrada. Los elementos a1, . . . , Gy
conforman la diagonal principal de la matriz.

C.4.1. Operaciones con matrices

La motivacién para utilizar las matrices es la existencia de reglas muy ttiles
para su manipulacion. Estas reglas se corresponden hasta cierto punto con las
reglas familiares del 4lgebra ordinaria.

Decimos que dos matrices A y B son iguals, y escribimos A = B si a;; =
bijVi,ji=1,2,...,m; j=1,2,...,n. Sidos matrices A y B no son iguales,
escribimos A # B.

Suma y multiplicacion por un escalar.

Sean A = (@ij)mxn ¥ B = (bij)mxn dos matrices m x n. Definimos la suma
de A y B como la matriz m x n, (aij + bij)an. Es decir,

A + B = (aij)mxn + (0ij)mxn = (ai; + bij)mxn (C.33)

Asi pues, la suma de dos matrices del mismo orden consiste en la suma de sus
correspondientes elementos.
Sea o un nimero real. Definimos oA como

aA = a(aij)mxn = (QQij)mxn (C.34)

Por lo tanto, la multiplicacion de una matriz por un escalar consiste en multiplicar
cada elemento de la matriz por ese escalar.
Reglas de la suma de matrices

(A+B)+C=A+(B+C) (C.35)
A+B=B+A (C.36)
A+0=A (C.37)

A+(-A)=0 (C.38)

Reglas de la multiplicacion de matrices por escalares

(a+ B)A = aA + A (C.39)
a(A+B)=aA +aB (C.40)
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Multiplicaciéon de matrices.

Las operaciones introducidas hasta ahora son bastante naturales. Hay varias
maneras de definir la multiplicacién de matrices.

Una definicién que no utilizaremos pero que resulta bastante natural se re-
fiere al producto de dos matrices del mismo ordre. Sean A = (a;;)mxn Y B =
(bij)mxn dos matrices m x n. Definimos el producto de A y B como la matriz
C = (¢ij)mxn donde ¢;; = a;;b;;. Es decir, el producto de dos matrices del mismo
orden consiste en el producto de sus correspondientes elementos. Esta es una ope-
racion legitima que se denomina producto de Hadamard de A 'y B. Esta definicion
de producto de dos matrices no es muy utilizada.

La definicion mas utilizada de multiplicacion de matrices, aunque es mas com-
pleja resulta mas util para algunas manipulaciones cruciales de las ecuaciones li-
neales.

Consideremos las matrices A = (@;j)mxn Y B = (bij)nx,. Definimos el pro-
ducto de A y B, como la matriz C = AB donde C = (¢;;)mx,- El elemento de la
fila 7 y la columna j es el producto escalar

Cij = b1 + aigbaj + -+ + ainby; (CA41)

de la fila ¢ de la matriz A y de la columna j de la matriz B.

Debemos sefialar que el producto AB s6lo esta definido si el nimero de colum-
nas de la matriz A coincide con el nimero de filas de la matriz B. Una implicacion
inmediata es que si A y B son dos matrices, el producto AB puede estar definido
aunque el producto BA no lo esté.

También vale la pena sefialar que incluso en el caso en que tanto AB como
BA estén definidos, el resultado de estos dos productos no necesariamente coin-
cide. Cuando escribimos AB decios que premultiplicamos B por A, mientras que
cuando escribimos BA decimos que postmultiplicamos B por A.

Reglas de la multiplicacion de matrices

Consideremos tres matrices A = (@jj)mxn, B = (bij)nxpy C = (Cij)pxq-
Podemos definir las operaciones siguientes:

(AB)C = A(BC) (C.42)
A(B)+C=AB)+AC (C.43)
(A+B)C=AC+BC (C.44)

La ecuacion (C.42) representa la propiedad asociativa de la multiplicacion de ma-
trices. La ecuacion (C.43) representa la propiedad distributiva por la izquierda.
Finalmente, la ecuacion (C.44) representa la propiedad distributiva por la dere-
cha. Sefialemos que necesitamos definir la propiedad distributiva por la derecha y
por la izquierda porque la multiplicacion de matrices no es conmutativa.
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Un caso particular de multiplicacion de matrices en el caso de matrices cua-
dradas son las potencias de una matriz. Si A es una matriz cuadrada,

A" = AAAAA...A (C.45)

Una matriz cuadrada de especial interés es la matriz identidad de orden n que
denotamos como I,, (o simplemente I). Esta es una matriz n X n compuesta por
unos a lo largo de la diagonal principal y ceros en el resto de posiciones:

10 ...0
01 ...0

Li=1. . : (C.46)
00 ...1

Si A es una matriz m x n, es fécil verificar que Al,, = A. De forma parecida,
Si B es una matriz n X m, es facil verificar que I,B = B.

Transpuesta de una matriz.

Supongamos que queremos intercambiar filas y columnas en una matriz A, m x
n, de manera que la primera fila se convierte en la primera columna, etc. Esta
nueva matriz n X m se denomina matriz transpuesta de la matriz original y la
denotamos como A’ o también A

ay; a2 ... Qip @11 Q21 ... QGml
921 Aog ... Qon 19 QA29 ... Am2
/
A= | . . — A= : (C.47)
Am1 Am2 - .. Amn a1y A2y ... Amn,

Reglas de la transposicion de matrices
Consideremos dos matrices A = (@ij)mxn, ¥ B = (bij)nxp- Podemos definir
las operaciones siguientes:

(A" = A (C.48)
(A)+B=A"+B (C.49)
(aA) = aA’ (C.50)
(AB) = B'A’/ (C.51)

Un caso particular especialmente interesante son las matrices simétricas. Una
matriz simétrica es aquella matriz cuadrada que es simétrica con respecto a la
diagonal principal. Es decir, una matriz A = (a;;)mxn €8 simétrica si y solo si
a;j = aj; Vi, j. En otras palabras, las matrices simétricas estan caracterizadas por
ser iguales a sus transpuestas:

A=A <= A essimétrica (C.52)
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C.5. Determinantes e inversion de matrices.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

a;1ry + a2 = by (C.53)

a91T1 + G9oT2 = by

que podemos escribir en forma matricial como,
ai; Q12 T\ _ b (C.54)
Q21 Q22 o) by .

Ax = b. (C.55)

o en notacién matricial,

Si resolvemos el sistema (C.53) por alguno de los sistemas tradicionales obtene-

mos,
biase — baaio baair — brag

Ty = (C.56)

)
a11Q20 — A12G21 a11G22 — A12G21

I =

A partir de la ecuacion (C.55) podemos que que la notacion matricial nos
permite obtener la solucidn el sistema (C.53) como

x=A"'b, (C.57)

donde A~ se denomina la matriz inversa de A.

El objetivo de esta seccion es mostrar como resolver el sistema de ecuacio-
nes (C.53) utilizando el concepto de matriz inversa y apuntar como generalizar
este método para sistemas de n ecuaciones lineales. Para ello necesitamos intro-
ducir ademads del concepto de matriz inversa los conceptos de determinante de
una matriz y de menores de una matriz.

C.5.1. Determinante y menores de una matriz

Consideremos una matriz cuadrada A. El determinante de esta matriz, que
denotamos como det(A) o también |A|, es una funcién que asigna a una matriz
cuadrada de orden n un unico nimero real. Este nimero resulta de obtener todos
los productos posibles de los elementos de una matriz de acuerdo con una serie de
restricciones sobre como realizar esos productos. Para poder precisar estas restric-
ciones debemos introducir los conceptos de menores y cofactores de una matriz
de orden n.

Sea A una matriz cuadrada de orden n > 2. Definimos el menor M;; asociado
al elemento a;; de A como el determinate de la matriz que se obtiene al eliminar
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la fila 7 y la columna j de la matriz A. EI cofactor ¢;; asociado al elemento a;; de
A esté definido por

cij = (—=1)" My
Definimos el determinante de la matriz A como la suma de los elementos de la
primera fila de A multiplicados por sus respectivos cofactores:

det(A) = Z a1;C14-
i=1

En el caso particular de la matriz A en (C.55) los menores y cofactores son,

. _ 2 _
M, = a22; ci1 = (—1)%a = ax

My = ai2; Co1 = a2 = —a12

(1)

My = agy; Ci2 = (—1) G21 = —a21
(—1)
(1)

. — 4 —
Mas = ays; Co2 = (—1)"ann = an
de manera que el determinante de la matriz A es
det(A) = a11G22 + a12(—a21) = a11a22 — 12021

Esta expresion es precisamente el denominador de las soluciones en (C.56).
Podemos verificar también que los numeradores de las soluciones en (C.56)

pueden expresarse como determinantes. En particular, podemos resscribir (C.56)

como,

_ det(B) _ det(C)

T det(Ay T det(A)

by as a; by
B - C =
(bz a22> Y <a21 bz)

Notemos que la matriz B estd construida substituyendo la primera columna de la
matriz A por el vector b. De forma parecida, la matriz C estd construida substitu-
yendo la segunda columna de la matriz A por el vector b.

Este es un caso particular de la denominada regla de Cramer para solucionar
sistemas de ecuaciones lineales.

X1

donde

C.5.2. Interpretacion geométrica del determinante de orden 2

Consideremos dos vectores con origen en (0,0) y extremo en (ai1,ajs) y
(@91, aze) como muestra la figura C.13(a). El determinante de la matriz cuadra-
da de orden 2 es igual al area del cuadrilatero sombreado. Para verlo observemos
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A A
12+ a2 - qm e — — —
1
(a11,a12) T : 13 i
agz == !
|
! T ! 1
‘ |
|
(@21, as2, U
Iy I
> 1 L
a11 a1l + ag
(a) (b)

Figura C.13: Interpretacion geométrica del determinante de orden 2.

la figura C.13(b). El 4rea del rectangulo exterior es la suma de las areas 7', 7T, T,
y T5. En particular,

Q=2(t1 +To+T3)+ T = (a11 + az ) (a1z + ag).
Nuestro objetivo es calcular el drea de la superficie 7', es decir
T=Q-=2(t1+Ts+T3)

» eldrea 1) = (a1 + a1 — G11)a12 = A12091,

» eldrea Ty = %(all + ag — anr) (a2 + ax — a2) = %a21a22’

w eldrea T = ai1a10.
Por lo tanto,
T = (a11a12+a11092 012091 +021022) — 212091 —A21A22—011Q12 = (11022012021

que es precisamente la expresion de det(A).
Este andlisis se generaliza a matrices de orden superior. El lector interesado
puede consultar Sydsaeter y Hammond (1996, cap. 13).

C.5.3. Inversa de una matriz

Consideremos una matriz cuadrada A de orden n. Decimos que A es invertible
si podemos identificar una matriz cuadrada de orden n tal que el producto de am-
bas matrices da lugar a la matriz identidad. Cunado existe, esta matriz es unica y
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la denotamos como A ~'. Formalmente, decimos que la matriz A, ) es invertible

si existe una matriz A(*nlX n) tal que,

AA ' =AT'A =1

Una condicién necesaria para que una matriz cuadrada A tenga inversa es que
det(A) # 0.

La ecuacién (C.57) nos dice codmo resolver un sistema de ecuaciones lineales
a partir del calculo de la matriz inversa. Necesitamos pues una técnica que nos
permita obtener la matriz inversa de una matriz cuadrada A. siguiendo a Sydsaeter
y Hammond (1996, cap 13) podemos enunciar el siguiente resultado:

Toda matriz cuadrada A de orden n tal que det(A) # 0, tiene una iinica

inversa A~ dada por
1

donde adj(A) denota la matriz de adjuntos de A. Esta es la transpuesta de la matriz
cuyos elementos son los cofactores ¢;; de los elementos a;; de A. Es decir, sea C
la matriz de cofactores

€11 C2 -+ Cin
C =

Cnl Cn2 "+ Cpp

Entonces, la matriz de adjuntos es

Ci1 C21 **+ Cn1
~/

adj(A) = C =
Cin Con * Cpn

En el ejemplo (C.54), obtenemos
6 _ (61 G2\ _ [ G2 —a2
Co1 C29 —aiz2 an

=/ Q2o  —A12
C =
—ag1 Q11

También hemos calculado anteriormente

de manera que

d@t(A) = Q110922 — A1204921.

Por lo tanto,
=—C (C.58)
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Combinando pues (C.57) y (C.58) obtenemos

T\ _ 1 Q22  —dA12 by
To det(A) \—a21 an ba

Es decir,
= (amby — aiz)
T = det(A) (2201 — Q1202
1
T = M(anfh - a21b1)

que son las expresiones obtenidas en (C.56).
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